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摘要：假定股票价格服从跳跃扩散过程．在传统均值一方差组合投资模型基础上，最大化最终收益的期望及最 

小化最终财富的方差．引进一个随机线性二次最优控制问题作为原问题的近似问题．证明了一个状态为跳跃扩散 

过程的一般最优控制问题的验证性定理．应用验证性定理求解 HJB(Hamilton-Jacobi—Bellman)方程得到了原问题的 

最优策略．最后还给出了原问题有效前沿的表达式． 
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Optimal portfolio selection 

when stock prices follow jump-diffusion process 
GUO Wen-jing 

(School of F'mance，N ing University of Finance and F_~2nomics，N ing Jiangsu 210046，China) 

Abstract：It is assumed that the stock price follows the jump-diffusion process．In view of the traditional mean-variance 

portfolio selection model，we maximize the expected terminal l'~tlllTl and minimize the variance of the terminal wealth．A 

stochastic linear-quadratic control problem is illtrcdIll1七d as auxiliary problem of the initial problem．A verificationⅡle0舢 for 

general stochastic optmaal control with the state following ajump-diffusion process is showed．By applying verification theorem 

to the HJB(Hamilton-Jacobi—Benman)equation，the opamal strategies in all explicit form for initial control problem ale present— 

ed ．Frmally，the efficient frontier in a closed form for the original porffofio selection problem is given． 

Key words：jun~diffusion process；0l 瑚al porffofio；HJB(Hamilton-Jacobi—Bellman)equation；efficient frontier 

1 引言(Introduction) 

近年来对最优投资组合选择问题的研究很多， 

但一般把股票价格描述为一个连续的时间过程，即 

扩散过程【卜 ．但是，正如 MenDn【引，Jarrow 与 

RuddIs]指出，由于受到外部信息的影响，股票价格在 

一 个有限时域内很可能有突发性的跳跃，实证结果 

也证实了这一点．因此用跳跃扩散过程来描述股票 

价格的趋势更符合实际情况．描述跳跃的方法就是 

点过程，最一般的是Poisson过程．对股价是跳跃一扩 

散过程的投资、定价问题，近年也有了许多研究． 

Menon【 
，Jarrow与Rudd[s]，Jones【9 J研究了跳扩过程 

的期权定价问题，Jeanblance—Picque与 Ponti 加J， 

Bardlmn与 Chao[11]研究了跳扩过程的最优投资消费 

问题，Bardhan与ChaoIllj用一般的点过程来描述跳 

跃，其余均用Poisson过程． 

处理投资问题的方法一般有两种，正如Pliska[6] 
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指出，一是最大效用法[ ， ，m'】 ；二是均值一方差分析 

法[。 ]．应用均值一方差分析方法的优点是直观、实 

用性强．而一般处理最大效用的鞅方法u0'】lj就存在 

这方面的不足．所以研究跳扩过程均值_方差模型具 

有重要的实际意义．但现有的研究却很少，文献[3～ 

5]考虑的股票价格均是连续过程，没有考虑跳跃． 

本文研究了一个跳跃扩散过程的关于投资选择 

的均值一方差模型，应用 Poisson过程来描述股票价 

格的跳跃．由于跳跃因素的存在，关于连续时间的扩 

散过程的验证性定理ll2_不一定成立．为此，本文证 

明了一个关于扩散过程的一般最优控制的验证性定 

理．在此验证性定理的基础上，应用动态规划原理， 

求解 HJB方程得到原问题的最优策略，最后给出了 

有效前沿的解析形式． 

2 模型(Models) 

令 C([0，T]； )={f(·)I．厂：[0，T]一 ；．厂在 
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[0，T]上连续}；Lz(0， ； )={f(·)I ：[0，T]一 
r 7T 

；I ll f(t)II dt<∞}．其中 ll·II 为空间 上 

的范数． 

考虑这样一个金融市场，不确定性来自两个驱 

动因素：一个是概率空间 ( ，F ，P )上的 Z维 

尺 一值 Brown 运 动 (t) = ( 1(t)， 2(t)，⋯， 

(t))T(上标 T表示转置)；另一个是概率空间 

( Ⅳ， ，PⅣ)上密度为 (t)=( 1(t)，⋯， (t))T 

的 m维Rm-值 Poisson过程 Ⅳ( )=(Ⅳ1(t)，⋯， 

Nm(t))T，由文献[10]补偿 Poisson过程 M(t)= 

rt 

N(t)一I (s)ds是个 一 鞅．其中{F }是 
0 

( (s)；0≤s≤t)的扩张；{ }是 (N(s)；0≤ 

s≤ t)的扩张．定义积空间 

( ，F，P)=( × Ⅳ，F ，P PⅣ)， 

(t)与 iv(t)在 ( ，F，P)相互独立． 

市场上有 d+1种证券，其中一个无风险证券， 

价格 p0(t)满足方程 

fdpo(t)=Po(t)r(t)dt，0≤t≤ T， 

【po(O)=Po． 

d个风险证券、价格 P1(t)，⋯，Pd(t)满足下面随机 

微分方程 
， 

pf(0)=P ，l+／7／,=d，0≤ t≤ T， 

其中i∈{1，2，⋯，d}．令 

r b(t)=(b1(t)，⋯，bd(t))T， 

{ (t)=( (t))dxf， 
L (t)=( (t))axm． 

假设利率 r(t)∈C([0，T]；R)、平均收益率b(t)∈ 

C([0，T]； )、扩散率 (t)∈ C([0，T)； × )， 

(t)∈C([0，T]；Rd )． (t)是Borel可测、正的、 

有界的确定性函数．假定 d阶矩阵 (t) (t)T非奇 

异，[ (t)， (t)]满足不等式 

[ (t)， (t)][ (t)， (t)]T≥8／，a．sI V t∈[0，T]． 

为某个正常数，，为d阶单位矩阵．显然，[ (t)， 

(t)]可逆． 

考虑一个投资者，他(她)的初始财富为 ，t时 

刻的财富量为 (t)． (t)表示他(她)t时刻在风 

险证券 i上的投资量，令 7r(t)= (7r1(t)，⋯， 

(t))T，称 7r(t)为一个投资组合． 

定义 称 7r(t)为允许的，若 7r(t)为 一可料 

过程且 

E(I ll 7r(t)ll dt)<∞． (2．1) 
√0 

所有允许投资组合的集合记为A． 

由文献[1O]式(1．13)(这里不考虑消费，即在式 

(1．13)中视 c(t)=0)， (t)满足下面方程 

[dx(t)=[ (t)r(t)+7r(t)T(b(t)一r(￡)1d)]dt+ 

{ 7r(t)T (t)d (t)+7r(t)T (t)d̂f(t)， I 
L (0)= >0， 

(2．2) 

其中1d表示分量全为1的d维列向量．投资者的目 

的是在一个有限时域 [0，T]内连续地进行投资，力 

求在最终财富的期望值最大与风险最小之间实现合 

理的均衡．可以建立模型为 

rain{一E ( )+／lvarx( )} 

s．t．7r(·)∈A，( (·)，7r(·))满足式(2．2)． 

(2．3) 

其中／1为正参数．令 ={7r(·)I 7r(·)是(2．3)的 

最优控制}． 

为了问题的处理，引进下面单目标模型 

min E{．￡￡ ( ) 一口 (T)}， (2．4) 

s．t．7r(·)∈A，( (·)，7r(·))满足式(2．2)． 

其中参数／1>0，a∈R．令 ， ={丌(·)I 7r(·)是 

式(2．4)的最优控制}．则 与 ， 的关系由下面 

引理给出． 

引理 对任意／1>0，有 

c U 

而且，若 7r (·)∈ ，那么7r (·)∈ ， ，a = 

1+2fix ( )， (t)为 7r (·)通过式(2．2)所对应 

的财富过程． 

证 同文献[3]定理3．1． 

对任意 t∈[0，T]，令 

= ，，，(f)= ( ( )一 )， (z)= ( )， 

(2．5) 

则式(2．2)变为 

)=[(Y(t)r(t)+ (z)T(b(t)一 

r(t)1d)+ 』8r(t)]dr+ 

(t)T (t)d (t)+ (t)T (t)d̂f(t)， 

=Y= ( — )． 

(2．6) 

+ 

d  

∑ 

+ ， 

d  t 

， 

6  d  

[  )  

)  t  
一 

／ 

● ∑㈦ 

= 

d  
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令 ={u(·)I (·)可测、关于 可料且满足式 

(2．1)}，显然 A = A，又 ( ) 一 a (T)= 

y( ) 一 ，( (·)，丌(·))满足式(2．2)§(y(·)， 

u(·))满足式(2．6)，故式(2．4)等价于模型 

minE[告y( ) ] 

s．t．u(·)∈A，(Y(·)，u(·))满足式(2．6)． 

(2．7) 

3 H 方程及验证性定理(m  equation and 

verification theorem) 

这节考虑如下一个关于跳跃扩散过程的一般最 

优控制问题．概率空间 (n，F，P)同第2节．状态方 

程为 

rdy(t)=[A(t)Y(t)+B(t)“(t)+f(t)]dt+ 

{ M(t)TD(t)dW(t)+M(t)TG(t)dⅣ(t)， 

y(0)=Y． 

(3．1) 

其中：W(t)= (W1(t)，⋯， (t))T为 Z一维标准 

Brown运动，N(t)=(N1(t)，⋯，Ⅳm(t))T为 阶 维 

密度为 (t)=( 1(t)，⋯， (t))T的Poisson过程． 

A(t)∈C([0，T]；R)，B(t)∈C([0，T]；R )，D(t) 

∈ C([0，T]；R )，G(t)∈ C([0，T]；R )， t) 

∈L (0， ； )．不妨设 G(t)=( iJc(t))dx~- 

控制问题为 

minE{I￡(s，Y(s)；M(s))ds+ (T，Y( ))}． 
“∈  ̂ J 0 

(3．2) 

其中L(t，Y；u)， (t，Y)为连续函数，且满足下面 

多项式增长条件： 

I L(t，y；M)I≤c(1+I Y I +I M I )， 

I (t，，，)I≤c(1+I，，I )． 

其中c， 为某个常数．允许控制集 同第2节． 

令 

J(t，Y；M)= 

， {l￡(s，Y(s)，M(s))ds+ (T，Y(T))}， 

V(t，Y)=minJ(t，y；M)， 

其中EⅥ =E[·I Y(t)=Y，Y(s)，s≤t]． 

定义变分算子 

A"w(t，Y(t))= 

(t，y)+ (t，y)(A(t)Y(t)+ (t)u(t)+ 

f(t))+ 1 y)u㈤ ㈤ Tu㈩ + 

∑ (t)[ (t，Y+∑u (t)e (t))一 (t，y)]． 

(3．3) 

有下面验证性定理成立． 

定理 1 设 ∈ { (t，y)I ， ， Oy2存在且 

连续并且存在某个常值 c， 使得 I (t，Y)I≤ 

c(1+I Y I )}，且满足下面变分方程 

fmi {A“ +L(t，Y；M)}=0， 

{ ‘ (3．4) L 
(T，Y)= (T，Y(T))． 

若存在 u ∈A，使得 

“ (t)∈arg min{A"w(t，Y(t))+f(t，Y(t)；M(t))}， 

则 (t，Y )=V(t，Y )，其中Y (t)为 M=M 

时，式(3．1)的解 u 就是问题(3．1)，(3．2)的最优 

控制． 

证 由推广的 公式(见文献[10]~b充部分) 

dw(t，Y)= 

(t，y)dt+ (t，y)[A(t)Y(t)+ 

B(t)M(t)+f(t)]dt+ 

(t，y)M(t)TD(t)d (t)+ 

一

2 ~y

⋯

／(t,y +砉 Ⅵ+ 
∑M (t)elk(t))一 (t，y)](d (t)+ (t)dt)， 

两边积分得 

(t，Y(t))= 

(T，Y(T))一I A (s，Y(s))ds一 

-『 y㈤)u(s)TD㈤d )一 

∑I [ (s，y(s)+∑u (s)e (s))一 

(s，Y(s))]d (s)． (3．5) 

由文献[18]第 3章命题2．10及文献[15]第 Ⅱ章引 

理3．1知 

-『- Oy(s,y㈤ ㈤D㈤ s) 
与 ， 

∑l [ (s，y(s)+∑ (s)e／k(s))一 (s，y(s))Ida( ) 

是 P鞅．故对式(3．5)两边取条件期望得 

E， ( ，y( ))一 (t，y(t))=E，y[I A"w(s，y(s))ds]． 

(3．6) 
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另外由定理已知，对任意 u∈A有 

AUw(t，Y(t))+L(t，Y(t)；M(t))≥0．(3．7) 

那么由式(3．6)，(3．7)得 

J(t，Y(t)；M(t))= 
r 

E 
， {I (s，Y(s)；M(s))ds+ (T，Y(T))}≥ 

t 

广 

EⅥ{一I AUw(s，Y(s))ds+W(t，Y(t))+ 
t 

广 

I AUw(s，y( ))ds}=W(t，Y(t))， 
t 

故 

minJ(t，Y(t)；M(t))≥ W(t，Y(t))． 

若 u=u 时，则上述的不等号取等号，即有 

V(t，Y (t))=J(t，Y (t)， 

M (t))=W(t，Y (t))， 

所以 u 就是控制问题(3．1)，(3．2)的最优控制．定 

理得证． 

式(3．4)称为控制问题(3．1)，(3．2)所对应的 

I-IJB方程． 

4 最优策略(Opt~naJ strategies) 

本节利用验证定理来求解问题(2．7)的最优策 

略，然后根据引理来得到原问题的最优策略． 

令 

(t，Y)：min
～ EⅥ[吉y( ) ]． (4．1) 

问题(2．7)的所对应的I-IJB方程为 

瓦aV(t，y)+a 
)，

v(t，y)[r(t)y(t)+ 

M(t)T(6(t)一r(t)ld)+ fir(t)]+ 

吉 y )+ 

∑ (t)[ (t，y(t)+∑M (t) (t))一 

V(t，Y(t))]}=0， 

(T，Y(T))={y( ) ． 

f4．2) 

令 

(t，y)= 1 p(t)y +Q(t)y+尺(t)
． (4．3) 

将式(4．3)代人式(4．2)并整理得 

mio{ 1 P(t)[d(t)TM(t)+d(t)T 一 (t)(Y(t)+ 
utA 厶  

)(6㈩ -r(小  ㈩  

_l( y㈩ + )(6㈩ -r(小 + 

) ㈤[蓦i 慨㈤ ㈤+ )]2+ - =l =l ＼ ， 
- -1 EP'(t)+(2r(t)一(6(t)一r(t)1d)T 一 (t)(6(t)一 

r(t)ld)一∑ (t))P(t)]y (t)+ 

[Q (t)+(r(t)一(6(t)一r(t)ld)T 一 (t)(6(t)一r(t)ld)一 

∑ (t))Q(t)+ r(t)P(t)]y(t)+ 

[R )+J-zflr(t)Q(t)一{((6(t)一r(t)1d)T (6(t)一 

)+ ㈤ ) ]}_。， (4．4) 

其中 (t)=d(t)dT(t)．令 

fP (t)+[2r(t)一(b(t)一r(t)ld)T 一 (t)(6(t)一 

l r(t)1d)一∑ (t)]P(t)：0， 

fQ (t)+[r(t)一(6(t)一r(t)ld)T 一 (t)(6(t)一 

{r(t)ld)一∑ (t)]Q(t)+ fir(t)P(t)=0， 

f尺 )+ ，(t)Q(t)一 1(6(t)一 

{ ：‘ 1d T 一 t 6 t 一r t 1d + (4．7) 
㈩]而Q(t)2-0， 

【R( )：0
． 

eJ ‘ ’出>0， 其 中 y( )： 2r( )一(6( )一 

r(s)1d)T 一 (s)(6(s)一r(s)1d)一∑ (s)；又已 

嚣⋯ ， 
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(t)]可逆，从而[ (t)， (t)IT可逆，故式(4．8)有 

唯一解 

u (t)= 

([口(t)， (t)]T)-1· 

㈩ )(6(￡)_r(m ) 

㈩ + )1m 

(4．9) 

由定理1，u (t)就是问题(2．7)的最优策略． 

利用式(4．5)，(4．6)容易得到 

=  (1-e ． (4．10) 

定理 2 对给定的参数 >0， ∈R，问题 

(2．4)的最优策略为 

7l" (t)= 

([ (t)， (t)]T) · 

f )T ㈤( )一 )1 一 一 ))] 
( ㈤山一 ))1 j 

(4．11) 

其中 = ． 

证 将式(4．10)代人式(4．9)并考虑到变换式 

(2．5)即得． 

注 对于维数，若取1：d，m：0，即股票价格中只含 

Brown运动，则容易看出，式(4．11)就是文献[3]的结论式 

(5．12)．所以式(4．11)可以看成是对文献[3]结论式(5．12)的 

推广．也可以取 l=0，m=d，即股票价格中只包含Poisson 

点过程，由式(4．11)该情形的最优策略为 

丌 (t)：(卢e—l ‘ 山
一  (t)) 一 (t)l ． 

下面应用引理来得到原问题的最优策略． 

将式(4．11)代入式(2．2)并在得到的等式两边 

取期望得 

fdEx(t)=[(r(t)一ID(t)一1Ta(z))E ( )+ 

{ e—Jfr，(5)山(ID(t)+linTY((t))]dt， 
tE (0)

：  ． 

(4．12) 

其 中 』D(t) = ((6(t)一 r(t)l )T 一 (t) (t)， 

1 )[ (t)， (t)] (b(t)一r(t)ld)．解方程(4．12) 

得 

E (t)： e ( P( ( ) + 

一  ‘ 1
一  

一胁 ( )
． 

(4．13) 

解关于 a的方程 

a=1+2 E (T)， 

得 

a* ： e ㈤ + ㈤  
+2 e胁 ． 

由引理，在式(4．11)中取 = 即得原问题的最 

优策略． ’ 

5 有效前沿(Efficient frontier) 

本节有效前沿的定义同文献[3]定义2．2． 

对 (t) 应用推广的Itb公式然后在等式两边 

取期望得 

dEx(t) ： 

[(2r(t)一2p(t)+ (t)一1 (t))E (t) + 

2pe—T ‘ 山(ID(t)
一 ri(t))E (t)+ 

e一2J r‘j ( (t)+1 (t))]dt
． 

其 中 (t)= (6(t)一 r(t)1d)T 一 (t)(6(t)一 

r(t)1d)．解此方程得 

Ex(t) =x2g(t)+ (t)+ k(t)．(5．1) 

其中 

g(t)：e )-2P㈤+ ㈤一l ㈤ 
， 

(̂t)：f‘2 e—J (u)du(1D(s)一 

叩(s))口(s)e r(u)-2P(山 ( ( duds
， 

k( )= 

一  

也(1D(s)一 ))c(s) du( )+ 

1 (s))]e r(u)一2P(山 ( 0( duds
， 

口( )：e ㈤一P㈤一 ㈤)山
， 

(t)： 一Jlr，㈤d (1一 ㈤+ ㈤)d )
． 

由式(4．13)解得 

=  ， (5．2) 

那么 

varx(T)=Ex( ) 一[Ex(T)] ： 

( g( )+ ( )+ J}( ))一(觚( )+ ( )) ： 

[k(T)一c( ) ] +(h(T)一2xa(T)c(T)) + 

(g(T)一口( ) )． (5．3) 

将式(5．2)代入式(5．3)得 
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~rarx( )= 

(E ( )一 口( )) + 

-- (E ( )一 口( ))+ 
c( ) 、 。 

(g( )一口( ) )． (5．4) 

式(5．4)就是原问题的有效前沿． 
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