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摘要：针对提升后同步多速率控制器存在的因果约束问题，利用 J一无损失共轭因子同 H 控制相关的性质，提 

出了同步多速率系统 H 控制的 J一无损失共轭化设计．这一方法将提升后同步多速率系统的 H 控制问题转化成 

求解共轭因子的问题，即只需求解相关特征值和 Lyapunov方程，就可得到满足因果约束条件的控制器和相应闭环 

系统的参数化形式，同时对提升控制器的因果约束转化为范数有界真有理稳定传递函数矩阵空间 BH 中任意参数 

的因果约束，同常规的逼近理论相比具有设计过程简单、计算量小等特点． 
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Ab!曲 ：Intheillumination ofthe causal constraint problem for rifted synchronousmultirate controller．this article propos— 

es a J-lossless conjugator design approach by making use of the properties of the J-lossless conjugator．First，rift the Synchronous 

multirate sampled-data system (SMRSDS)and deal with it by equivalent discretization．Now the H-infinity control of SMRSDS 

is equivalent to that of the system with a causal conslxaint lifted controller．Second，the H—infmity control of discrete system is 

uansformed to the solution of a conjugator which only needs to solve the eigenvalue problem and a Lyapunov equation．At the 

same time，the causal conslxaint ofthe lifted controller is changed to the causal conslxaint ofa random element in BH—infinity
． Fi— 

naUy the pararneterized forms ofthe controller are obtained，which satisfy the causal conslxaint and the corresponding closed-loop 

system ．It has the characteristics of simple design procedure andless computation quantity in colllparion with the routine theories． 

Key words：synchronous multirate sampled-data system(SMRSDS)；H—infinity control~causal conslxaint；J-lossless conju— 
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l 引言(Introduction) 

同步多速率采样控制系统，即系统中所有采样 

周期的比值均为有理数的多速率采样控制系统l】]． 

提升技术在同步多速率系统的分析设计中起着十分 

重要的作用，但提升操作会使提升控制器产生因果 

约束问题：为保证提升后系统的时不变性，在对广义 

被控对象进行提升的同时，也要对离散控制器进行 

离散提升，提升后的控制器因而存在因果约束，使得 

不能用常规的状态空间法分析设计系统[ ]．因果 

约束是多速率系统进行分析设计时，同单速率系统 

的主要区别之～。围绕因果约束的问题，Voulgaris， 

Dahleh，Chen，Bamieh展开了许多研究l2 』，如将提 

升控制器的因果性约束同“nest”算子，“nest”代数相 

联系l2 ；将多速率系统的受约束 H 控制问题视为 

收稿日期：2oo4—03—23；收修改稿日期：2oo4—08—05 

所谓的受约束 Nehari问题，通过求解凸优化问题和 

Nehari问题来解决多速率系统的 H 综合问题 5等， 

这些方法最终都转换成对逼近理论的求解，而逼近 

理论求解所需的步骤繁琐、计算量大，不便于工程应 

用．J一无损失共轭化方法在解离散模型匹配问题 

时，只需求解特征值问题和 Lyapunov方程，就可得 

到控制器和闭环系统的参数化形式，同逼近理论相 

比具有设计过程简单、计算量小等特点 6．鉴于此， 

本文将在 J一无损失共轭化方法的基础上，对带有因 

果约束的同步多速率系统进行设计． 

2 同步多速率系统的因果约束问题(Causal 

constraint problem for synchronous Ⅱ DS) 

图 1为同步多速率采样控制系统， 是系统外 

部输入信号， 是被控输出信号；G为FDI肌(有限维 
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线性定常)广义连续被控对象， 为离散控制器． 

S (i E P)为P个具有理想采样开关的采样通道，各 

自的采样周期为 m h( ∈P)，日，(
． 

∈q)为q个具有 

零阶保持的保持通道，各自的采样周期为 n (
． 
∈ 

q)．m ( E P)和 nj(j=E q)的最小公倍数为 Z，所 

有采样周期与保持周期的最小公倍周期为 ：lh， 

定义历 ：t／mi． =1，2，⋯，P； =t／几，，J=1， 

2，⋯，q．并假设控制器 K满足(mi，n )一周期性、 

(m ，n／)一因果性和有限维性_2 J． 

图 1 同步多速率采样控制 系统 

Fig．1 Synchronous multirate sampled-data system 

由于同步多速率控制器 K具有(m ，几 )一周期 

性，可用时不变提升算子进行提升，对系统进行提升 

的框图如图2所示，提升后系统如图 3所示．图 2中 

虚线包围的是提升后广义对象： 

= [ ， 

图 2 提升同步多速率采样控制系统 
Fig．2 Lifting synchronous multirate sampled-data system 

-r ：：：j 

图 3 提升后同步多速率采样控制系统 
Fig．3 Lifted synchronous sampled-data system 

：[厶__ ·． ]， M：[ 历1 ·． 肃 ]， 

3 同步多速率系统 H 控制的J一无损失共 

轭化设 计 (J-lossless conjugated design for 

lj Ff( ，J《=) <1等价，其中』《=(0)满足(mi，n )因 

一  

I-：：1G C D：。D墨2C D j [耋 ：兰 】 =l l ll 1 l= 一 ～f L，，1 D”J⋯ 

【̈ F 
：
]【 ， ] 
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另外，J一无损失矩阵与系统的能量与稳定性有 

着密切的关系，故它在系统与控制理论中，特别是在 

H 控制系统分析中起着重要的作用[ ．矩阵共轭化 

的意义就是用共轭化因子的零点去对消矩阵的极 

点．如果 G(z)有不稳定极点，可用此方法使共轭化 

后的极点均是稳定极点．此时的共轭化因子为稳定 

共轭化因子，相反使 G( )的稳定极点变为不稳定 

极点的共轭因子为逆稳定因子．能将 G(z)的极点 

进行置换的共轭因子不是唯一的，根据 J一无损失矩 

阵的一个很重要的性质【 ]及要解决的问题，我们感 

兴趣的是具有 J一无损性质的共轭化因子——J一无 

损失共轭因子(J—lossless Conjugator)．下面的引理给 

出了 J一无损失共轭因子存在的条件． 

引理 l 设 G( )= {A，B，C，D}是可稳定 

和可检测的，(A，B)存在稳定的J一无损失共轭因子 

F(z)的充要条件是 Lyavunov方程 

P = APA 一BJB 

有正定解，且其 J一无损失共轭因子为 

= [一 一 ． F( ) 【一 A— J． (2) 
其中 满足 

D (．，+B P一 B)D0= ．，． (3) 

下面将 J一无损失共轭因子用于带因果约束的 

模型匹配问题中．首先定义 

G ㈦= 【一 】～， 
(4) 

G ㈦： Tl(z) 】～· 0】，㈣ 
Ⅳ2( )= G2( )F( )，N3( )：F(z)G3( )， 

并有如下引理： 

引理 2_8_ 如果 Ⅳ2( )，N3( )稳定，则由式(1) 

定义的集合 非空，且 的参数化表示为 

fO(z)= 。(z)s(z) ( )][ 。( )s( ) ( )]～， 

【s( )∈ H ， 

G2(z)= 

(6) 

A2 0 0 

0 A2 0 

0 0 A3 

0 0 0 

Di C2§21 Di C2；22 0 

0 0 C3 

或者 

(z)= T1(z)一T2(z)Q(z)T3(z)， 

其中 

r Q( )= 

{[n11( )s( )+hi2( )][n21( )s( )+n22( )]一 ， 

L s( )∈ H ； 

(7) 

或者 

r Q( )= 

{[s( )nl1( )+nj1( )]一 [s( )nl(z)+nj2( )-1， 

L s( )∈ H ； 

(8) 

=  f11(．Z； f12(z )] 
毗  n

⋯

ll(Z n12( Z)] n]l
一

(Z 

由此引理可知，只需找到使 N2( )，N3( )稳定 

的条件，并给出F(z)，N2( )，N3( )的具体形式，就 

可以解决不带因果约束时等价离散系统 _G的H 模 

型匹配问题[ ．设 

：  

⋯ ，z，3． 【c J’ '2'3· 
定义 

L2= B2Di ， 2= A2一 B2Di C2， 

= D C3，A3=A3一B3D c3． 

按照式(4)计算 G2(z) 

G2(z)= 

A3 0 

0 A， 

0 0 

0 Di C2 

C3 0 

0 0 B3 

，J2C1 L2 一 L2D1 

Al 0 一 Bl 

— Di C1；一 Di D1 
。 。 ● ● 。 。 。 。 。 ‘ ‘ ● 。 。 。 。 。 。 ‘ 十 。 。 。 ‘ ‘ ‘ ’ ‘ _ 。 。 。 。 ' ^ 一 一 ‘ 。 。 

0 1 0 D3 

其中 A。，A3是稳定的，A2是不稳定的．由矩阵 A2的 

可分性，将 2分解为完全不稳定 2 和稳定 2 两部 

分，并对 G2( )进行相似变换得到 

s21L2 

s22L2 

0 

0 

一 Di 

0 

— — S21M 2 

— — s=M 2 

3 

一 1 

Oi D1 

D3 

_ 、J  

—C 

一 + 

。

～ 

O 0 O A～ O 

一 ，＼  

～ 2 ～D 
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此时为使 N2( )：G2( )F( )稳定，F( )必须共轭化 [A2 (s21L2，一S21M2)]． 

同理可知， 

G3( )= 

A 0 0 0 ； 

0 A 0 0 

0 0 A主 0 

0 0 0 Ai- 

* * * * - 

N ( )稳定等价于 Ⅳ3( )=G3( )F( )完全不稳， 

其中 ( )：FT(1／ )．所以问题就转化为：用一共 

轭化因子 F( )使 G3( )完全不稳，而在 G3( )表达 

式中可见，只有 A 是稳定的，即 F( )需共轭化： 

[A (雪 iT(C1 R3+D1 ) 一雪 i 3)]． 

将 N2( )，N3( )稳定的要求合在一起就是要 

对下列矩阵对进行共轭化，即 F( )必须共轭化： 

A 】 意 T蒜 ， 
在此令 M3=C1R3+D】 ，并由引理 1可知，对于 

F( )： 

Ai (C1R3+D1 ) 

Ai (C1R3+D1 ) 

A主Tcj · 

A TcT 
* 

A 

3 ； 
_ - - -  f - _ -  - _ _ ‘  - - _ I -  f _ _ I -  f _ - - - ' f _ _ - -  -  

一  

s2T
1A

^

2- T
— MT3g31； 

一 MTsT,A 一￡ ；31； 

依照 F( )，G2( )，G3( )还可以写出 N2( )， 

N3( )的表达式．由引理 2可知，找到能使 N2( )， 

N ( )稳定的表达式 F( )后，不带因果约束的模型 

匹配问题可解．考虑到因果约束时，设 Q( )的参数 

化形式为 

fQ( )=[／／11( )s( )+n12( )][n21( )s( )+rg22 z)]～， 

【s(z)∈ BH ，． 

由于 N2( )的表 达式 中仅 包 含 T1( )，T2( )， 

( )，即仅包含对象 ，而不包含 s( )，所以如果 

能将对 Q(O)的因果约束转换成对参数 s(O)的因果 

约束，则同步多速率系统带有因果约束的 H 控制 

问题就完全转化为带有因果约束的 J一无损失共轭 

因子的设计问题，即 s( )∈ H 且满足(m ， ) 

因果约束条件时的 J一无损失共轭因子的存在性和 

求解问题． 

引理 3【2j 

1)如果 D1满足(m ，P )因果性条件，D2满足 

(P ，凡，)因果性条件，则 D2D1满足(肌 ，凡，)因果性 

一 雪 1AiTL3 

一 雪 Ai L3 

O 

0 

* 

* 

此矩阵对存在J一无损失共轭因子的充要条件是存在正 

定矩阵 P满足如下LyalmOV方程： 

P ：【 2u 】尸【 A 】一 

f$21 一$21M2 1 f$21L2 【 
A -r 一娼 i-r ，J 【 i-r 

其中J：璐(J+B P B)D0． 

并按照式(2)写出J一无损失共轭因子 F( )的 

表达式为 

(9) 

条件．而且如果 D1或 D2是严格因果的，则 D2D1也 

是严格因果的； 

2)如果 D满足(m ，m )因果性条件且 D可逆， 

则 D 满足(m ，m )因果性条件； 

3)如果 D满足(m ，m )严格因果性条件，则 

(，一D) 存在且满足(m ，m )因果性条件． 

定理 1 如果 F( )，N2( )，N3( )满足引理 2 

中条件，则 Q(o)满足(mi，nj)因果约束条件的充要 

条件是 s(0)满足(m ，n )因果约束条件． 

证 充分性．由式(7)可知 

『Q(O)=[凡11(O)s(O)+hi2(O)][n21(O)s(O)+n22(O)]～， 

【s(O)∈ 删  ，． 

(1O) 

其中 

Ⅳ：c。 =[ ： 兰；： 三；】=【一。D主 。 】． 
D (i=1，2，3)是 (i=1，2，3)的传输矩阵．又知 

(i=1，2，3)各传输矩阵为 D1=D11，D2：D12， 

● ●  

一 

一 

D 

Â  

S T 

一 Ŝ  

— 

I ，̂  

A  

．-___-____．_L  

— 
P 
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n12(0)] f—D 

凡22(0)J 【 0 

又由条件 _G22(0)满足(凡 ，m )因果性，即D22满 

足(凡 ，m )因果性，推断出 D2l满足(m ，m )因果 

性，Dl2满足(nj，nj)因果性，Dll满足(m ，nj)因果 

性，进一 步推 断出 凡。。(0)满足 (凡 ，n )因果性， 

／222(0)满足(m ，m )因果性，几2l(0)满足(ni，m )因 

果性，由引理 3可知 1212(0)满足(m ，nj)因果性． 

综合式(10)和引理3可知，由 s(0)满足(m ，／2i) 

因果约束条件可推导出 Q(0)满足(m ，ni)因果约 

束条件． 

同理可证必要性． 证毕． 

定理 2 图 1所示同步多速率采样控制系统的 

H 控制问题可解的充要条件为 

1)s( )∈ 删  ，且s(0)满足(m ，n )因果约 

束条件； 

2)按照式(9)计算使 N2( )，N ( )稳定的 J一无 

损失共扼因子 F(。)，及相应的 N2(。)和 N ( )．此 

时，闭环系统的参数化表示为引理 2中式(6)～(8) 

所示 ． 

4 结论(Conclusions) 

分析了在因果条件的约束下同步多速率系统的 

H 控制问题．对于具有周期、因果和有限维性的同 

步多速率系统的 H 控制问题，首先将同步多速率 

系统进行提升和 H 等价离散化处理，得到与原同 

步多速率系统 H 控制等价的纯离散系统，然后将 

同步多速率系统的 H 控制转换成此纯离散系统带 

因果约束的模型匹配问题，最后针对提升后控制器 

存在的因果约束问题和以往基于逼近理论的解决方 

法步骤繁琐、计算量大等缺点，应用了方法简单、计 

算量小的 J一无损失共轭化方法，只需求解特征值问 

题和一 Lyapunov方程，即可得到控制器和闭环系统 

的参数化形式． 
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