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一 类串联控制系统的优化设计：Backstepping方法 
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(上海交通大学 自动化研究所，上海 200030) 

摘要：针对一类多输入非线性串联系统提出了基于Backstepping方法的次优控制的设计 ．首先，将串联控制系 

统分为几个子系统，然后为每个子系统分别设计辅助子系统及相应的辅助控制变量，进一步利用 State-Dependent 

Algebraic Riccati Equation(sDARE)技术为每个辅助子系统设计次优控制律．设计出的次优控制律使得原状态变量 

和辅助控制变量(即：辅助反馈变量)具有一定的渐近特性，因此，不但可在线获得次优控制律的解析解，而且保证 

了原闭环系统的全局渐近稳定性．最后通过一个两输入的二阶串联系统的数字仿真结果验证了该优化设计方法的 

有效性． 
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Optimization design for a class of cascade control systems： 

Backstepping approach 

ZHANG Yah，LI Shao-yuan 

(Institute ofAutomation，Shanghai JiaoTongUniversity，Sh,~ghai 200030，C~ina) 

Abstract：A suboptimal control design is proposed based O11 Backstepping method for a class of multi-input nonlinear cas— 

cade systems．First，the cascade control system is decomposed into several subsystems
．Then，the auxiliary subsystem and corre— 

sw nding auxiliary control variables for each actual subsystem ale devised，respectively．Third，a suboptimal control law for each 

auxiliary subsystem is designed with State-De pendent Algebraic Riccati Equation(SDARE)technique．The original state vari— 

ables and the auxiliary control variables(i．e．auxiliary feedback variables)have an asymptotical characteristic by imposing the 

proposed control law，thusthe a．al~c solutionto suboptimal control Can beachieved on-lineandthe globalasymptotical stability 

(GAS)of the original closed-loop system Can be guaranteed．Finally，the numeric simulation results of the second-order system 

with two inputs are provided to verify the effectiveness of the proposed optimization design ． 

Key words：cascade system； backstepping method；suboptimal control；state—dependent algebraic Riccati equation 

(SDARE)：global asymptotical stability 

1 引言(Introduction) 

现代工业生产的发展对生产过程的控制提出了 

越来越高的要求，除了对单个生产装置或局部过程 

实现优化控制外，追求全过程的优化已是提高产品 

质量和降低成本的关键．在工业控制中，许多实际被 

控对象都可认为由几个环节串联而成，比如生产线、 

轧钢厂、水源或质量控制系统等等，所有这些在某种 

程度上都是串联结构的动态系统⋯1．这类系统的控 

制问题蕴含着各种非线性因素，再加上我国生产过 

程的边界条件变化频繁，以生产工艺条件为依据，把 

最终 目标分解为各个过程物理指标的传统做法在原 

材料、工况变化多样时很难奏效．此外，在现代工业 

生产环境中，由于DCS、现场总线的广泛应用和信息 

网络的建立，控制作为一种信息处理手段，已不限于 

集中式的控制，而更多地为分布式控制所取代．复杂 

工业生产过程的这些新特点，对最优控制和非线性 

控制理论和方法提出了新的挑战． 

非线性控制系统理论包括 Lyapunov稳定性方 

法、输入输出方法、精确线性化方法等[ ．除此之外， 

近年来针对不同的控制对象，又提出了伪线性化法、 

Backstepping设计法等新的控制思想和方法．其中 

Backstepping设计法是在非线性标准形下进行的，可 
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以看作是微分几何方法的间接应用，Backstepping方 

法[ ， ]是一种结构化、系统化的设计方法，它利用系 

统的结构特性递推地构造整个系统的控制Uyaponuv 

函数，使整个系统达到渐近稳定． 

本文利用 Backstepping方法构造性、系统化的设 

计优点，针对可状态线性化的多输入非线性串联系 

统设计一种次优控制律．以 n输入的 阶非线性串 

联系统为例，基于 Backstepping的结构化设计思想， 

结合 SDARE(state-dependent algebraic Riccati equa- 

tion)技术【引，以非线性标量系统【 ]的结论为基础，递 

推地为每个子系统设计次优控制律，给出了整个系 

统的设计思路和步骤，并根据 Lyapunov稳定性定理 

证明原闭环系统是全局渐近稳定的． 

2 问题描述(Problem fomulation) 

考虑如图 1所示的由 Ⅳ个子系统组成，可状态 

线性化的串联系统．其中 ，lff(i：1，2，⋯，Ⅳ)分 

别为第 i个子系统的n 维可测的状态向量和m 维控 

制向量 ． 

图 1 串联系统结构框图 
Fig．1 Cascade system configuration diagram 

系统的状态空间描述为 

= Aii(xi)x +Bf( f)lf +A ， +l( +1) +l， 

= 1，⋯ ，N 一 1， 

童N=ANN(XN xN+BN xN nN。 

(t0)= 0，i=1，⋯，Ⅳ． 

(1) 

其中：子系统矩阵 A B 的阶数与各子系统的状态 

和控制向量 ，lf 的维数相匹配⋯． 

每个子系统的控制目标为寻找一个最优控制律 

U 使整个闭环系统渐近稳定，并使如下的线性二次 

型目标函数达到最小值． 

Ji(x ( 0)，lff， 0，￡f)= 1 T ( f)S ( f)+ 

1 广t 

—

}l [ TQt( ) +lf t( i)lIi]dt，i：1，⋯，』、，． 
￡0 

(2) 

其中：Sf为常系数正定矩阵； ( )，R ( f)为 的 

正定矩阵函数． 

由于串联系统的特殊结构，前一子系统的输出 

影响后面的子系统．文献[7]采用多前馈一反馈的广 

义预测控制，该控制算法将过程的可知外部扰动进 

行前馈，将中间测量信息进行反馈，表现出良好的抗 

干扰性和鲁棒性．但是问题的求解是整体集中式控 

制，而实际工业环境下，一般采用分布式控制．文中 

提出一种串联控制系统的分布式递推设计方法． 

3 基于 Backstepping方法的系统优化设计 

(Backstepping—based system optimization 

design) 

利用Backstepping递推设计方法，为每个子系统 

设计一个辅助子系统，分别设计一个辅助控制变量， 

采用 SDARE技术引入反馈控制，得到一个次优控制 

律．通过控制的作用，使得原系统的状态与辅助控制 

变量具有某种渐近特性，从而实现整个系统的渐近 

稳定． 

对于如下的非线性标量系统，文献[6]采用 

SDARE方法设计次优控制律： 

戈= 8( ) +b( )u． (3) 

其中 0( )，b( )连续、有界，且 b( )≠0． 

目标函数为 

．，(z(t0)，u， 0，tf)= 

1

，) (￡f)+ r [q( ) 2+ ( )it2]d￡．(4) 
- - ￡0 

其中：s为正的常数；q( )，r( )为 的正定函数． 

SDARE控制为 

／L=一b( )r一 ( )P( ) ． (5) 

其中 P( )是下列方程的解： 

2a( )P( )一b。( )r一 ( )P ( )+q( )=0． 

(6) 

求解可得 

P( )= 

] 

(7) 

并且有，当 tf=∞时，式(5)的 SDARE控制是标量 

系统(3)的最优解． 

带入式(3)可得闭环系统方程为 

= 一 、／0 ( )+q( )b ( )r一 ( ) ． (8) 

SDARE控制避免了求解非线性问题的两点边 

值问题，如式(5)形式的状态反馈控制使整个闭环系 

统渐近稳定． 

对于多输入的高阶系统，一般采用大系统的“分 

解一协调”思想，将整个系统分解成几个阶次较小的 

子系统，虽然减少了计算量，但是需要反复迭代经过 

协调得到控制律的最优解，同样存在着两点边值问 

题，而且存在迭代计算是否收敛的问题．本文研究一 
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类多输入具有串联结构系统的优化设计，将整个系 

统(n阶)分解为 n个一阶的单输入子系统，利用 

Backstepping方法为每个子系统设计一个状态反馈 

的辅助控制变量，得到与原系统对应的辅助系统，充 

分利用上述标量系统的结果，可在线求得控制律的 

解析解，避免了非线性系统求解的两点边值问题和 

需要迭代计算 的收敛 问题，而且每个子系统 的 

SDARE控制律单独计算，计算量大为简化，整个设 

计过程可看作是一个分布式的递推过程． 

n输入的n阶非线性串联系统状态空间描述为 

f = ai( ) +b ( i) +a ，i+1( +1) +1， 

{ 一 ， L 
= a ( ) +b ( )U ． 

(9) 

其中 a ( )，b ( )连续、有界，且 b ( i)≠0． 

定义 n个误差变量： 

(1O) 

其中： i(zi)(i=1，⋯，n一1)为辅助控制(辅助反 

馈)变量，记z垒[z1 ⋯ IT,V垒[ 1 ⋯ ] 

分别为误差向量和辅助控制(辅助反馈)向量． 

对于第 1个子系统： 

21= 1=al( 1) 1+b1( 1)U1+a12( 2) 2= 

a1(Z1) 1+b1(Z1)U1+a12( 2)(Z2+ 1)． 

(11) 

假设 

Ul= 1一 

则第 1个子系统可改写为 

21 al(Z1)Zl+bl(Z1) 1+a12( 2)z2． (13) 

定 义第 1个辅助子 系统 1= a1(z1)z1+ 

b1(Z1) 1，其 目标函数为 

t， ： }(tf)+ n ql(Z1)z}+r (zi) 2]d ． 
(14) 

其中：s1为正的常数；g1 z1)，rl z1)为 z1的正定函数． 

由标量系统的结论可得 

#21=一b1(Z1)玎 (Z1)P1(Z1)Z1． (15) 

其中 

P1(Z1)=r1(Z1)6 (Z1)[a1(z1)+ 

对于第 2个子系统 ： 

22 = 2一 移1 

a2( 2) 2+b2( 2)U2+a23( 3)(Z3+ 2)一 

O

”

Zl

’

[n1(z1)z1+bl(z1) 1+口12( 2)z2]．(16) 

假设 

u2=—b
2(
1l_
x

—

2

一)[n2(z2)z2一n2( 2) 2+ 

0#21(
n1(z1)z1+bl(z1) 1+n12( 2)z2)]+ 

[62 )一 一 

a12 (x2)
p1(z1)p~-I(z2) 1， (17) 

则第 2个子系统可改写为 

02=a2( 2)z2+b2( 2) 2+a23( 3) 3一 

a12( 2)p1(z1)p (z2)z1． (18) 

定义第 2个辅 助子系统 22= a2(z2)z2+ 

b2(Z2) 2，其目标函数为 

I，2= 1 
s2z2
2(￡f)+ 1 

J
i

，

t,

[g2(z2)z；̈ 2(z2) ；]d￡． 

(19) 

其中：s2为正的常数；q2( 2)，r2(z2)为 Z2的正定函 

数． 

V2=一b2( 2)rS (Z2)p2( 2) 2， (20) 

其中 

P2(z2)=r2(z2)6主 (z2)[a2(z2)+ 

√口{(Z2)+q2(z2)6 (Z2)r (z2)]． 

对于第 i(i=3，⋯，n一1)个子系统： 

2i Sci一 移 
一 1 

ai(xi) +b ( )U +。a 
， +1( +1)( +1+ )一 

-l( ) +bi_l( _l+ — 

ai_ 2， ( )P (Zi-2)p 1( 一1) 2]． (21) 

假设 

M ： l_ 3竺 [n 一1( 一1) 一1+6 一1( 一1) 一1+Z “ 一i
_

l 一1 一1 一1+ 一1 一1+ 

ai一1
， i(xi)zi一Ⅱ 一2， 一1(xi一1)p 一2 z 一2)p 1(zi一1) 一2]+ 

而I Zi--ai( + )一 

n 
， + ( + )] 一旦 } ： p 一 ( 一 )p ( ) 一 ， 

(22、 
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则第 个子系统可改写为 

2 =a (z )z +b (zi) +a ， +1( i+1)zi+1一 

a 一 1． ( )P 一1( 一1)p ( )zi_1． 

(23) 

定义第 i个辅助子系统2 a ( ) +b ( ) ， 

其目标函数为 

：̂吉s ；(tf)+吉 z；̈ (zi) ． 
(24) 

其中：s 为正的常数；qi( )，r ( )为 的正定函 

数． 

= 一 b ( )r7 ( )P ( ) ， (25) 

其中 

Pf( )=r ( )6 2( )[a ( )+ 

~／n ( )+q ( )6 ( )r7 (zi)]． 

对于第 n个子系统： 

2 = 一 一 1= a 。( ) +b ( )u 一 

[ Zn-1 _1+ ·(Zn-1)Vn-l+an-l,n(X,n — 

a _2' 一1( 一1)P 一2(Zn-2)p 1( 一1) 一1] (26) 

假设 

un 

一  

Zn- 1)
一

gn1(ZnPn-1 Zn Zn)Zn_1+ 而  一 一 —l+ 

l_ [an(Zn)zn—nn( n)X,n]+ 

[ ) 1+bn_l(Zn-1O ) 1+ —
Zn

—

- 1 

Lan-1(Zn-1 n～1+ ( n一1+ 

an
- 1， ( )z 一an-2， 一1( 一1)Pn-2 Zn一2)p 2(z 一1)z ～2]． 

(27) 

则第 n个子系统可改写为 

2 =a (z )z +b (z ) 一 

a 
一 1， ( )P 一1(z 一1)p (z )z 一1． (28) 

定义第 n个辅 助子 系统 ： a ( ) + 

b ( ) ，其目标函数为 

Jn= 1 2(t
f)+吉 qn(Zn)z2 +rn Zn 2．]dt． 

(29) 

其中：s 为正的常数；q ( )，rn( )为 的正定函 

数． 

= 一 b ( )r： ( )P ( ) ， (30) 

其中 

P ( )=r凡( )b： ( )[a ( )+ 

√n ( )+q ( )6 ( )r ( )]． 

定理 1 由上面定义的控制变量 ui(i=1，⋯，n) 

可镇定原系统． 

证 对上面的辅助系统定义一个 Lyapunov函 

数 ： 

V(z 一，Zn)：∑ ‘rp (r)dr． (31) 
i=1 U 

由 a ( )，b ( )连续、有界，且 b ( )≠0可知， 

P (z )为正定的有界函数，由此可知，V(z 一， ) 

正定且径向无界．则 

： ∑ P ( ) 
i= l 

zlPl(z1)[a1(z1)z1+b1(z1) 1+a12( 2)z2]+ 
n一1 

∑zjpi(zj)[ ( ) +b／z,)v~+ ， +1( +1)zj+1一 
J=2 

a1—1， ( ) 一1( 一1)pi (zj)zi一1]+ 

z p (z )[a (z )z +b (z ) 一 

a 
一 1， ( )P 一1(z 一1)p (z )z 一1]= 

∑ Pi( )[q(Zi) +bi( ) (32) 
i= l 

将 

P (zi)=r ( )b ( )[al( )+ 

√n；(zi)+qi(zi)6；( )r (zi)] 

和 =一bi( )r7 (zi)p ( ) 带人上式，进一步 

可得 

I，：一∑ (zi)b 7 ( )[n ( )+ 
i= l 

~／0；( )+qi( f)6；( )， ( ) ；<0． 

(33) 

由Lyapunov稳定性定理[引，上述 n个辅助子系 

统在z =0处是全局渐近稳定的，即 

limzi(t)=0，i=1，⋯，n． 

由式(10)可知， 1=z1，故limx1(t)=0；由 z = 

+I 一 ( )(i=1，⋯，n一1)可知： 

limx (t)=lira[ +1(t)+ ( (t))]= 

limvl(z￡(t))，i= 1，⋯，n一1． 

又由于 ( )=一bl(z )r7 ( )P ( ) ，故有 

limx +1(t)=0，i= 1，⋯，n一1． 

因此 limx (t)=0，i=1，⋯，n，即：原系统在 =0 

处是全局渐近稳定的，则控制变量 可镇定原系统． 
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定理 2 当 tf= ∞，由上面定义的控制变量 

(i j 1，⋯，凡)是系统关于目标函数∑Ji的最优解． 

证 由定理 1可知，辅助闭环系统是稳定的，当 

t ：∞，对于目标函数∑J ，由动态规划可知最优 
i=1 

解的充要条件[ j为 

minH(z，l，， )I 一 =0． (34) 
y Z 

其中，Hamiltonian函数为 

日(z，'，， )=lzTQz+ '，T + T芝
． (35) 

。 ：
。：。 

1 
ri v

2

i)+
一

3

。

V

。

⋯

a 1 

L ]= 
al (z1)z l+bl(z1)vl+ alz(xz )zz 

． 

( +6 )+ q +吉训-0． 

f

i = 1

1 一 }+3H1+ 

1

2’ 

(0)：[1 1]T． 【 
2 = i+ 2+H2， 、̂ ‘ 

其非线性参数化方程为 

j = A【 ) 4-B L )lf． 41， 

其中 

A c ：( l ；l+。)垒(口。(( 。’口 a 1 2 )， 

跚 ：(30)垒( 
优化的目标函数为 

．，=吉 )+ [xTQ( )X-bUT ( )H 

Fig．3 System response under the suboptimal control 
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采用 Backstepping方法递推求解和最优调节整 

体求解反馈控制律相比，前者在线求得次优控制律 

的解析解，由于避免了采用“分解一协调”控制思想 

中的迭代计算和两点边值问题，仿真时间大为缩短， 

而且由图3可见整个闭环系统可达到渐近稳定． 

5 结论 (Conclusions) 

文中针对一类多输入非线性串联系统进行了一 

种次优控制的研究．基于 Backstepping递推设计方 

法，结合 SDARE技术，提出了串联系统分布式反馈 

控制律的设计过程，不但可在线求得控制律的解析 

解，而且使原闭环系统全局渐近稳定，同时证明了当 

tr= ∞ 时，设计的反馈控制律是整个系统的最优 

解．通过对一个两输入的二阶串联控制系统的仿真 

验证了该优化设计方法的有效性． 
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