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摘要：研究了一类时滞广义区间系统的弹性保性能控制问题．利用线性矩阵不等式处理方法，导出了系统弹性 

保性能控制器存在的条件，证明了该条件等价于一个线性矩阵不等式的可行性问题，并用该线性矩阵不等式的可 

行解给出了弹性保性能控制器的一个参数化表示 ．进一步，通过求解一个凸优化问题，给出了系统的最优弹性保性 

能控制器的设计方法．最后的数值例子说明了所给方法的有效性 ． 
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Resilient guaranteed cost control 

for singular interval systems with time-delay 
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Abstract：The problem of resilient guaranteed cost control was investigated for a class of singular interval systems with 

time—delay．A condition for the existence of resilient guaranteed cost controller is derived ．Furthermore．it is shown that this 

condition is equivalent to the feasibility problem of a linear matrix inequality(LMI)，and its solutions provide a parametrized rep— 

resentafion of resilient guaranteed cost controllers．On this basis，the design problem ofthe optimal resilient guaranteed cost con— 

troller for the systems  is form ulated as a convex optimization problem，which can be solved by the existing convex optimization 

techniques．Finally，an example is given to illustrate the application of the proposed method． 
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l 引言(Introduction) 

近年来，对于时滞广义系统的研究引起了众多 

学者的广泛关注，并取得了丰硕的成果．文献[1]研 

究了时滞广义系统的稳定、镇定和控制问题 ，得到了 

有意义的研究结果；文献[2]研究了不确定时滞广义 

系统的鲁棒稳定性和鲁棒镇定问题，并通过研究系 

统的广义二次稳定和广义二次能稳定解决了上述问 

题；文献[3，4]则讨论 了时滞广义系统的状态反馈 

H 控制问题，给出了控制器的设计方法．最近，关于 

正常系统的弹性控制问题也成了人们感兴趣的课 

题l j．但对于时滞广义系统的相关研究结果还很 

少．本文则研究了一类时滞广义区间系统的弹性保 

性能控制问题 ．分别对控制器增益具有加法式摄动 

和乘法式摄动两种情形进行讨论．利用线性矩阵不 
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等式方法，设计了状态反馈弹性控制器，设计的控制 

器不仅二次镇定该系统，而且保证闭环性能指标具 

有最小的上界． 

2 问题描述与预备知识(Problem formulation 

and preliminaries) 

考虑如下时滞广义区间系统 

fE (t)：A (t)+A： (t—d)+B ll(t)， 

【X(t)='．，(t)，t E [一d，0]． 

(1) 

其中：X(t)∈ 是系统的状态，U(t)∈R 是控制 

输入，d>0是滞后时间常数 ，'．，(t)是给定的初始向 

量值连续函数，E∈砘 是常数矩阵，且 rankE： 

r≤凡，A ，A：和B 都是区间矩阵，即 

A ：= 『Ar兀，A肼]= 
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{(a0．)∈R l 0m ≤0 ≤0M ，i， =1，2，⋯，n}． 

(2) 

其中 A =(0 )和A =(0 )都是确定矩阵．令 

： ( )： — — ，A： —麦— ， 
则由文献[9]知，区间矩阵(2)可等价地表示为 

A ：=[Am，A ]= 

{A+△A，△A =D1 Fl Gl l Fl∈ F1}． (3) 

其中 

D。：[、／， o o~， ⋯， ⋯，~／- ]， 

G。：[ e。o~o， o~o， ⋯，~／_ e ] ， 

Fl∈ l= 

{Fl l Fl=diag[￡ll，⋯，￡l ，⋯，￡ l，⋯，￡ ]， 

l l≤1，i，J=1，2，⋯，n}， 

P (i：1，2，⋯，n)为第 i个元素是1其余元素是0的 

列矩阵．显然 FTFl≤厶z，In2为 n 阶单位矩阵．类似 

地 ，可得 

A：：：[A孑，A ]= 

{Ad+△Ad，△Ad=D2F2G2l F2∈F2}， (4) 

： = [ ， ]： 

{B+AB，AB=D3F3 G3 l F3∈F3}． (5) 

于是，系统(1)等价地描述为下列系统 

E (t)=(A+DlFlG1) (t)+ 

Ad

+

+D2

，

F2

，

G2

，

) x( - d

B D F G t ， 
㈤  

( + )H()， 

(t)='．，(t)，t∈ [一d，0]， 

并称广义系统 

fE ( )=A ( )+Ad ( 一d)， (7 
【 (t)='．，(t)，t∈ [一d，0] 一 

为系统(6)的无控制标称广义系统． 

用矩 阵对 (E，A)表示 广义 系统 E (t)= 

Ax(t)．在问题描述中，需要以下的定义和引理． 

定义 1[m] 1)矩阵对 (E，A)称为是正则的， 

如果存在标量 S，使得 det(sE—A)≠0； 

2)矩 阵对 (E，A)称为 是无 脉 冲的，如果 

deg(det(sE—A))=rankE． 

引理 1【 J 如果矩阵对 (E，A)是正则的且无 

脉冲，则时滞广义系统(7)在[0，+∞)上存在唯一 

解 ，且无脉冲． 

定义 2 J 1)时滞广义系统(7)称为是正则的 

且无脉冲，如果 (E，A)正则且无脉冲； 

2)时滞广义系统(7)称为是稳定的，如果对任 

意 ￡ > 0，存 在 (￡) > 0，使 得 对 于 满 足 

sup '．，(t) ≤ (￡)的任意相容初始条件 '．，(t)， 

系统(7)的解 (t)满足 (t) ≤ ￡，且 (t)一 

0(t一 ∞)． 

引理 2[2] 时滞广义系统(7)是正则的，无脉冲 

且稳定，如果存在矩阵 和对称正定矩阵Q，使得 

E／' ：PE ≥0， (8) 

A户 + A +A 一 PA + <0． (9) 

满足式(9)的矩阵 户是可逆的，于是得引理 2的等 

价结果． 

引理 3 时滞广义系统(7)是正则的，无脉冲且 

稳定，如果存在可逆矩阵 P和对称正定矩阵 Q，使得 

E P =P E≥0， (10) 

ATP+P A+P AdQ一 ATdP+Q <0． (1 1) 

定义 3 时滞广义系统(6)(H(t) 0)称为是 

鲁棒稳定的，如果对任意的 ∈F (i=1，2)，系统 

是正则的、无脉冲且稳定． 

不失一般性，以下假设矩阵 E具有下列形式 

E ： 『 01． (12) 
0 0 

其中 ，，是r阶单位矩阵． 

定义系统(6)的性能指标为 

．，=I [ (t)Sx(t)+HT(t)Ru(t)]dt．(13) 
√ 0 

其中 5和R是给定的对称正定矩阵． 

假定系统的状态可测 ．对于系统(6)，设计如下 

形式的状态反馈弹性控制器 

H(t)=(K+AK) (t)． (14) 

式中：K表示控制器增益，AK表示增益的摄动．考 

虑以下两种形式的摄动： 

i)加法式摄动 

AK = D4F4G4， F4≤ ，； (15) 

ii)乘法式摄动 

AK=D5F5G5K，F!F5≤，． (16) 

其中：D4，D5，G4和 G5是常数矩阵，F4和 F5是未知 

的扰动矩阵． 

系统(6)与控制器(14)构成如下闭环系统 

『E (t)=(A 一△ ) (t)+(Ad+D2F2G2) (t—d)， 

【 (t)='．，(t)，t∈ [一d，0]． 

(17) 
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其中：A = A+ ( +AK)，AAK= DI FI GI+ 

D3F3G3( +AK)． 

本文的目的是设计系统(6)的弹性抠制器(14)， 

使得闭环系统(17)是鲁棒稳定的，同时，使得闭环性 

能指标 ‘ 

： l 。r(￡)[S+(K+△K)。rR(K+△K)] (￡)dt 

(18) 

是有界的，且给出它的最小上界．具有这样性质的控 

制器(14)称为是系统(6)的一个状态反馈最优弹性 

保性能控制器． 

3 主要结果(Main results) 

矩阵 E具有式(12)结构时，相应的设矩阵 P有 

下列分块形式 

P ：f 1． 
L P3 P41 

则根据式(10)，可得矩阵 P具有下列结构 ： 

P =[尸P 
其中：Pl∈要 是对称正定矩阵，P4∈ (“一 )x(n-r) 

是可逆矩阵．于是，引理 3重新叙述为 

定理 1 矩阵 E具有式(12)形式的时滞广义系 

统(7)是正则的，无脉冲且稳定，如果存在形如式 

(19)的可逆矩阵 P和对称正定矩阵p，使得式(11) 

成立 ． 

考虑到定理 1，给出以下定义： 

定义 4 闭环系统(17)称为是广义二次稳定 

的，如果存在形如式(19)的可逆矩阵 P和对称正定 

矩阵Q，使得对所有的 F (i：1，⋯，5)，满足不等式 

(／4 +AA )TP+PT(A +△ )+PT(Ad+ 

D2F2G2)Q一 (Ad+D2F2G2)TP+Q <0， (20) 

此时称控制器(14)为系统(6)的状态反馈二次弹性 

控制器． 

显然，系统的二次稳定性保证了系统的鲁棒稳 

定性 ． 

定理 2 如果存在矩阵 K，形如式(19)的可逆 

矩阵 P和对称正定矩阵Q，使得对所有的 Fi(i= 

1，⋯，5)，满足以下不等式 

『n+s+ +△ 尺 +△K PT Ad+Dz Gz 1<0． 【 
( d+D2F2 G2) P —Q J、 

(21) 

其中 n ：(A +△ )。rP+P。r(A +△ )+Q，贝0 

闭环系统(17)是广义二次稳定的，且闭环性能指标 

(18)满足以下条件 

J≤W (0)E (0)+1．’．， (r) (r)dr， 

(22) 

也就是控制器 lf(t)：(K+AK)x(t)是系统(6)的 

状态反馈二次弹性保性能控制器． 

证 由于 S>0，R>0，不等式(21)蕴含下式 

成立 ： 

f n P ( d+D2FzGz 1<o． 【( 
d+D2F2G2) P —Q J 

(23) 

利用 Schur补，式(23)与下式等价： 

n +PT(Ad+D2F2G2)Q一 (A f+D2F2G2)TP <0． 

(24) 

由定义 4，闭环系统(17)是广义二次稳定的． 

令 

( (￡))= T(￡)ETPx(￡)+I T(r)Q (r)dr， 

则 ( (t))沿系统(17)的解的导数满足 

( (t))= 

[E (t)]TPx(t)+ T(t)PT[ (t)]+ 

(t) (t)一 (t—d) (t—d)≤ 

(t)[一S～(K+AK)TR(K+AK)] (t)．(25) 

式(25)从 0到 积分得 

(T)E Px(T)一 (0)E Px(O)+ 

) (r)d一
～fO WT(r) (州r≤ 

一 l (￡)[S+(K+AK) R(K+AK)J (￡)dt． 

由于已证得闭环系统是二次稳定的，因此令 71一 

+∞，得 

I T(￡)[S+(K+△ )TR(K+AK)] (￡)dt≤ 

W (o)E JD'．，(o)+1．14' (r)Ow(r)dr． 

证毕 ． 

现在给出系统(6)的二次弹性保性能控制器的 

设计方法．限于篇幅，以下所有定理的证明从略． 

定理 3 当控制器增益的摄动为式(15)时，具 

有性能指标(13)的时滞广义系统(6)存在二次弹性 

保性能控制器(14)，当且仅当存在标量 。>0， 2> 

0、矩阵 z、可逆矩阵 和对称正定矩阵 ，使得 
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HII 

H31 

GlXT 

Hs1 

0 

G4XT 

XT 

XT 

(H31)T 

0 

一 R一 + 2D4D 

0 

2G3D4 

0 

0 

0 

0 

xcTi 

0 

0 

一 I 1 

0 

0 

0 

0 

0 

(H51)T 0 xcT! X X 

0 0 0 0 

( 2G3D4Dj)T 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

H55 0 0 0 0 

0 一 l 1 0 0 0 

0 0 一 ，1 0 0 

0 0 0 一 V 0 

0 0 0 0 一 S一 

其中：，表示阶数不同的单位矩阵， 

HIl=AXT+ +(aXT+BZ)T+ l(Dl1)Ti+ 

D2D +D3D )+ 2BD4J~T,BT， 

H3l=Z + 2D4D BT
，
H5l= G3Z + 2G3D4OT,BT

， 

风 ：一 。，+ G，。 。 Tb，T， ：[ 耋]， 
Xl∈ 是对称正定矩阵，X4∈ ( ) ( ’是可 

逆矩阵．并且，如果不等式(26)有一可行解 。， 2， 

2， 和 ，则状态反馈控制器 

lI (t)：(2 一T+D4F4G4) (t) (27) 

是系统(6)的一个二次弹性保性能控制器，且 

．， =WIT(0)2~TWl(0)+I WT(r) 一 W(r)dr 

(28) 

是相应的闭环性能指标的一个上界．这里：W(0)= 

[：：：：；]，’．，。c。 ∈R ，’．， c。 ∈Rn—r． 
以下定理给出了系统(6)的最优二次弹性保性 

能控制器的设计方法． 

其中 

AaV 

—  

0 

0 

0 

G2 

0 

0 

O 

(H31)T 

0 

一 R一 + 2D5D 

0 

2G3D5D 

0 

0 

0 

O 

<0． (26) 

定理 4 对系统(6)和性能指标(13)，如果以下 

的优化问题 

min 口+tr( ) (29) 

使得 

i)式(26)； 

-- O／ 

iii [一 ]<。 
有一个解 。， 2，占，2， ， ， ，则控制器(27)是一 

个使得性能指标上界(28)最小化的二次弹性保性 

能控制器．其中I W(r)WT(r)dr：ⅣⅣT， 是对称 

正定矩阵． 

问题(29)是一个具有线性矩阵不等式约束的凸 

优化问题，可用 LMI求解． 

定理 5 当控制器增益的摄动为式(16)时，具 

有性能指标(13)的时滞广义系统(6)存在二次弹性 

保性能控制器(14)，当且仅当存在标量 l>0， 2> 

0，矩阵 z，可逆矩阵 和对称正定矩阵 ，使得 

(H51)T 

0 

( 2 G3D5D )T 

0 

H55 

0 

0 

0 

O 

0 

0 

0 

0 

一 l1 

0 

0 

O 

(G5Z)T 

0 

0 

0 

0 

0 

一  ，1 

0 

O 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

一  

0 一 S一 

Hll=AXT+BZ+(A T+BZ)T+ l(Dl DT+D2D +D3D )+ 2BD5D T， 

H3l= Z + 2D5D T
，
H5l= G3Z + 2G3D5D T

，
H55=一 l，+ 2G3D5D5T L，3T

． 

<0． (3O) 

一 
o  o  o  o  o  o  

0  0  0  0  0  O  O  

T。 嬲 o o _： o o o o o 

‰ 。 
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并且，如果不等式(30)有一可行解 。， 2， ， 和 ， 

则状态反馈控制器 

ll (t)=( 一T+D5F5G5 一 ) (t) (31) 

是系统(6)的一个二次弹性保性能控制器，且式(28) 

是相应的闭环性能指标的一个上界． 

注 通过解与Ihq~_(29)类似的优化问题，可得最优二 

次弹性保性能控制器(31)． 

4 数值算例(Numerical example) 

考虑时滞广义区间系统(1)，其系统参数为 

E：[ ：]，A1= O十-T- O．． 吕： ]， 
A5=[。：6干。： 。

．

． 5 -T-0

．

．

1]，B1=0d 0 6
-T-0 1 0 -T-0 1 

‘

1

8

-T-

干

07‘1 ]． n =l ， = 1． 一 L ． ． ．J ． ． J 
初始值为 ’．，1(t)=e“ ，’．，2=0，t∈ [一1，0]．取 

= 【 5] ． 
i)当控制器增益具有加法式摄动时，其 中 

D ：[e：67-．6 ]，G4G：『 1，用 
、／0．6 、／0．6j 

MATLAB软件的 LMI工具箱，解优化问题 (29)，得 

最优二次弹性保性能控制器为 

ll (t)： (K+D4F4G4) (t)， 

= [一8．8693 —7．2366]， 

相应的系统性能指标最小上界为 ．， ：31．5198． 

ii)当控制器增益具有乘法式摄动时，其中 

D5=G5=~／0．6，用 MATLAB软件的LMI工具箱， 

解相应的优化问题，得最优二次弹性保性能控制 

器为 

ll (t)= (K+D5Fs G5K) (t)， 

K=[一8．4862 —6．6677]， 

相应的系统性能指标最小上界为 ．， ：38．1255． 

5 结论(Conclusion) 

本文研究了一类时滞广义区间系统的最优弹性 

保性能控制器的设计问题．通过求解带有线性矩阵 

不等式约束的优化问题 ，可以得到状态反馈弹性保 

性能控制器．设计的弹性控制器不仅使得闭环系统 

广义二次稳定，而且保证闭环性能指标具有最小的 

上界．给出的算例说明了文中方法的可用性 ． 
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