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摘要：当主从耦合混沌系统的参数之间非恒同时，一般意义上的混沌同步难以实现 ，因此 ，讨论 了其具有一定 

误差界的一致同步问题 ．本文对一类包含 LⅢ’e系统和 Lipschitz系统在内的混沌系统 ，应用 Lyapunov函数方法导出 

通过时滞输出反馈控制实现一致同步的充分条件，该判据用矩阵不等式的形式给出．进而讨论 了同步的鲁棒性问 

题 ．最后结合 Chua电路对结论进行了数值模拟 ，验证了结论的正确性与有效性 ． 
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Uniform synchroni zation criterion for noni dentical coupled master-slave 

chaotic system under tilne—lag output feedback control 

WANG Jian—gen 一．ZHAO Yi 

(1．School of Mathematics and Computational Science，Sun Yat—Sell Unive~ity，Guangzhou Guangdong 510275，China； 

2．Foshan Polytechnic College，Foshan Guangdong 528001，China) 

Abstract：It is difficult 10 achieve the synchronization for the master-slave chaotic systems with nonidentical parameters，SO 

the uniform synchronization with a small error bound is discussed．For a class of chaotic systems  which include Lur’e systems  

and Lipschitz systems ，the sufficient criterion for uniform  sysnchronization under time-lag output feedback control is deducecd by 

Lyapunov function method．It is given by matrix inequality．Moreover，the robustness problem is discussed and the simulation for 

chua’S c~cult is made tO illustrate the correctness and effectiveness of the conclusions， 

Key words：nonidentical coupled chaotic systems ；uniform  synchronization；Chua’S circuit；time—lag output feedback 

control 

1 引言(Introduction) 

混沌同步在保密通信、生命科学等领域潜在的 

应用价值使得这一问题越来越引起人们的研究兴 

趣．对主从耦合系统的混沌同步问题的研究已经有 

不少结果，这些工作大多是围绕恒同主从系统展开 

的_1-4]．事实上，在实际应用中，除了需要研究完全 

恒同的主从系统的同步问题 ，还需要考虑非恒同的 

情形 ．因此，近年来，又有关于非恒同主从系统同步 

的一些结果 』．文献[6]研究了两个耦合混沌系统， 

得到了关于其全局同步的一个简单判据；文献[7]又 

讨论了其具时滞的情形．显然，考虑具有时滞的非恒 

同主从系统的同步问题更具有实际意义，因此，本文 

在这些工作的基础上讨论了具时滞的输出反馈非恒 

同主从耦合混沌系统一致同步的判定问题，得到了 
一 致同步的充分条件． 

考虑以下耦合主从混沌系统 

： ㈩  

』。=A2z+g( (f))+L(p(t—r)一q(f))，(2) 
‘  

【q(t)：c2z(t)． 

这里： ， ∈ 是状态向量，P，q∈R 是输出向 

量，A1，A2∈ ，cl，c2∈R～ 是常数矩阵．￡∈ 

R 是需要设计的反馈矩阵．g( )是一个连续非 

线性函数，假设它满足 

g( (t1))一g( (t2))= Mx．：( (t1)一 (t2))． 

(3) 

这里 ．：是一有界矩阵，其元素依赖于 ， ． 

大多数混沌系统，包括所有的 Lur’e系统和 

Lipschitz系统，都可表示为上述形式(参见文献[6] 

注 1)．本文后面的例子也将给出一个具体的解释． 

对前述系统，定义系统误差为 

e(t)= (t—r)一 (t)， 
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BⅡ 

e(t)：AI (t—r)一A2z+g( (t—r))一 

g(z(t))一L(p(t—r)一q(t))= 

(A2一LC2)e(t)+ ， (t)+ 

[AA—LAC] (t—r)， 

于是 

e(t)=(A2一LC2+ ．：)e(t)+ 

[AA—LAC] (t—f)． (4) 

这里 AA =Al—A2，AC = C1一C2． 

2 一致同步的判据 (Criterion of uniform syn— 

chronization) 

为了得到关于混沌同步的判据，先引入误差系 

统中关于非线性项、系数矩阵和主系统状态向量的 

两个假设． 

假设 1 存在一个正实数 ，对任何初值 。，都 

存在时间 71( 。)使得 

(t；X0) 2≤ ，v t≥ T． (5) 

以上假设参见文献[5]．从实际观点来看，在讨 

论混沌系统时，作者仅对具有界轨线的系统感兴趣， 

所以这种假设是合理的． 

假设 2 存在一个较小的正数 a使得I1△ ≤ 

a，Il△CI1≤ a． 

由于讨论的主从耦合混沌系统是非恒同的，即 

主从系统之间存在参数的不匹配，因此，二者之间的 

同步误差将不再渐近于0，于是，引入下面的具误差 

界 ￡一致同步的概念[ ． 

定义 1 称主从系统(1)，(2)是具误差界 ￡一 

致同步的，如果存在一个 o>0和一个 T≥0使得 

女Ⅱ果I1 x(0)一z(0)0 2≤ o，贝0有ll (t)一z(t)I1 2≤ 

￡对所有的t≥ T成立． 

本文的目标是通过设计控制器 使主从系统 

在上述意义上同步，且这种同步关于参数的不匹配 

具有好的鲁棒性 ． 

在以下的分析中，选取 Lyapunov函数为 

(e(t))=e ’(t)Pe(t)． 

其中矩阵 P：PT>0． 

则由式(4)得 

(e(t))= 

eT(t)Pe(t)+eT(t) (t)： 

{( 2一LC2+ ．：)e(t)+ 

[AA—LAC] (t—r)}TPe(t)+ 

eT(t)P{(A2一 C2+ ．：)e(t)+ 

[AA—LAC] (t—r)}： 

eT(t)[(A2一 C2+ ．：)TP+ 

P(A2一 C2+  ̂，：)]e(t)+ 

T(t—r)(AA— △C)TPe(t)+ 

eT(t)P(ZXA— △C) (t—r)． 

由假设 

11 T(t—r)(AA— △c)TPe(t)+ 

eT(t)P(ZXA—LAC) (t—r)l1≤ 

211 (t—r)11 2·11△A—LACI1·l_P11·11 e 11 2≤ 

2如(1+lJ ) 。 (P) eII 2， 

所以，若取 Q=(A2一LC2+ ，：) 。P+P(A2一LC2+ 

． ：)，则有 

I，(e(t))≤ 

eT(t)qe(t)+2潞(1+I1 11) 。 (P)11 e11 2≤ 

。 (Q)I1 e 11；+2潞(1+ll 0) 。 (P)11 e 11 2． (6) 

在以上论述的基础上，可得到以下结论： 

定理 1 在假设 1，2的前提下，若存在正定矩 

阵 P与矩阵 使得 

一 (Q)<0 (7) 

成立，则主从系统(1)，(2)可达到具有误差界 c2的 
一 致同步．这里 

c2=一2潞(1+l1 l1) 。 (P) (P)／ 。 (Q)， 

其中 

(P)： 一(P)／ i (P) 

为矩阵 P的条件数 ． 

证 由定理条件及式(6)得 

(e(t))≤ 

。 (Q)ll eI1；+2潞(1+ll I1) 。 (P)11 ell 2= 

ll ell 2·[ 。 (Q)ll e 0 2+2潞(1+I1 I1) 。 (P)]． 

若ll ell 2>一2潞(1+ 0) 一(P)／ 一(Q)，后一项为 

负．故，在I1 e(t)l1 2>一 (1+ I1) 一(P)／ 一(Q)的 
地方有 (e(t))<0，即在超球 Bl={e e(t)ll 2≤ 

cl=一2潞(1+ ) 一(P)／ 一(Q)外误差系统 

的轨线将呈下降走向．适当选取正数 c，使 Lyapunov 

函数水平集￡o(c)={e I eT(t)Pe(t)≤c}为包含超 

球域Bl：{e⋯e(t)0 2≤一2潞(1+ I1) 一(P)／ 

一 (Q)}的最小的水平集．则误差系统的轨线 e(t) 

总会进入该水平集 ￡。(c)．于是，对任一初始条件， 

误差系统的极限集是非空、有界闭集并且属于超椭 

球 ￡o．因此，主从系统可以达到具 比c2更小的误差 

界的一 致 同步，如 图 1所 示，c2=一2潞(1+ 

0) 一(P) (P)／ 一(Q)，其 中 k(p) = 

一 (P)／ mi (P)为矩阵P的条件数， 如前定义． 

Bl：{e e( )I1 2≤cl： 

一 2潞(1+0 0) 。 (P)／ 。 (Q)}c 
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e0(c)= 

B2={e I 

这里 c：是包含水平集 e。(c)的最小超球的半径 

图 1 一致 同步 的误差界 

Fig．1 EITOI"bound of the tmiform sync~onization 

对上述证明加以改动，可得以下结论： 

定理 2 在假设 l，2的前提下，若存在正定矩 

阵 P以及一个正的实常数 口与矩阵 J已使得矩阵不 

等式 

(A2一￡C2+ ． )TP+P(A2一￡C2+ 

Mx
． )+pl<0， 

则主从系统(1)，(2)可达到具有误差界 c：的一致同 

步．这里 c2=2潞(1+ ) 一(P) (P)／t~，其中 

(P)= 一(P)／ i (P)为矩阵 P的条件数． 

证 由定理条件得 Q+ <0，所以 eT + 

Te < 0
，所以 eT <一 Te<一 e 于是有 

<一 lI e ff；+2如(1+ ￡ ) (P) e 2= 

ff elI 2[一pff eff 2+2如(1+ ￡lI) 。 (P)]． 

类似定理 1的证明，可得结论成立． 

注 在定理 1的基础上，可以导出同步误差界 e与参 

数不匹配界限a之间满足关系 

÷=一2 ～(P) (P)／ ～(Q)；CO． 

它说明同步误差界与参数的不匹配界限大致呈正比关系(参 

见文献[5])．因此 ，为达到鲁棒性要求 ，本文的目标是在满足 

矩阵不等式 Q<0的前提下最小化 c0，它是下述约束最优 

化问题 ： 

p— 一(P) (P)／．=L～(Q)， 

～ (Q)<0， 

P ： pT> 0
． 

3 非恒同 Chua’s电路的数值模拟(Simula— 

tion of the nonidentical Chua’S circuit) 

考虑 Chua’S电路 ’ 

= A1 +g( )， 

P(t)= C1 ． 

= ( 1， 2，X3)T， 

r— c+0．1 c 

1 = l 1 —1 
0 一p 

r 1．1 0 0、 

c1：l 0 1 0 I， l 
0 0 1 j 

0 J 

( 1)=6 1+{(口一6)(1 1+1 1—1 1—1 1)． 

f—c c 0] 
其中： =( Z3)T，A2=l 1 —1 1 I，C2： 

0 一p 0j 

[ ! ；]， c z ：[一g 1 ]，￡=[§ 萎]． 
(t)=(A2一LC2)e(t)+[g( (t—r))一g( (t))]+ 

r0．1 0 0、 
I l 

0 0 0／I 
注意到(见文献[6])可取 

．

满足 

其中 
．
依赖于 。， 1，并在区间[口，6]中变化，即 

xl(t-"c)-Zl(t)]： 
(A2+Mx

， 

)TP P(A2+M )= 

中 
其 

C— 

C  

≤ 

)  

≤ 

㈤ 
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[一 2c一2ckx c+1 0 c+l 一2 l一 0 1一母0 
由Gerschgorin定理，为使 一(Q)<0，可取 

z > (一2c一2c +}1+c})， 

z：> (一2+l 1+c l+l 1一 1)， 

z3>{(1 1一 1)． 
二  

图 2为参数 C=9．78，口=14．97，0=一1．31，b= 
一 0．75时主从系统的误差曲线．可以看出，此时，主 

从系统达到一致同步，从而验证了定理 1的结论．这 

里，根据前述分析，取 Zl=9，Z2=12，Z3=8．左为 

(t)一z(t)，右为 (t—r)一z(t)，r取 50倍的步 

长；图3与图2类似，只是取 C1=C2=，的情形．图 

中 e为误差，n为迭代次数． 

图 2 系统误差 

Fig．2 System eiTors 

XlO4 

图 3 系统误差 

Fig．3 System eITOFS 

4 结论(Conclusion) 

本文利用 Lyapunov方法讨论了非恒同主从耦 

合混沌系统之间具一定参数误差时的一致同步问 

题．给出了一种时滞状态反馈控制方法，并讨论了同 

步的鲁棒性，得到了一致 同步的充分条件，结合 

Chua’S电路进行了数值模拟 ． 

进一步，可以研究一致同步误差界的更精确的 

估计和控制以及当主从系统(1)，(2)的非线性部分 

g(·)存在非恒同时的一致同步问题． 
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