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摘要：提出了一类用于非线性时间序列建模的混合 自回归滑动平均模型(MARMA)．该模型是由 个平稳或 

非平稳的 ARMA分量经过混合得到的．讨论了 MARMA模型的平稳性条件和自相关函数．给出了 MARMA模型参 

数估计的期望极大化(expectation maximization)算法．运用贝叶斯信息准则(Bayes information criterion)来选择该模型． 

MARMA模型分布形式富于变化的特征使得它能够对具有多峰分布以及条件异方差的序列进行建模 ．通过两个实 

例验证了该模型，并和其他模型进行比较，结果表明MARMA模型能够更好地描述这些数据的特征． 
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中图分类号：029，023 文献标识码：A 

Mixed autoregressive moving average model 

for modeling nonlinear time series 
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2．National Key Laboratory of Paaem Recognition，Institute of Automation，Chinese Academy of Sciences，Beijing 100080，China) 

Abstract：A mixed autoregressive moving average(MARMA)model is proposed for modeling nonlinear time series．The 

model consists ofK stationary or nonstationary ARMA components．The stationary conditions and autocorrelation function ofthe 

MARMA process are investigated．The estimation of parameters is easily performed via expectation maximization(EM)algo— 

rithm．The Bayes information criterion(BIC)is used as a tool for the MARMA model selection．The varried feature of condi— 

tionaldistributions oftheMARMAmodeliuakesit capable ofmodelingtime serieswith multimodal conditionaldistributions and 

with hetero scedasticity．The model is applied to two real data sets and compared with other competing models．The MARMA 

model appears to capture features ofthe data better than other competing models do． 

Keywords：mixed autoregressive moving average(MARMA)model；autocorrelation；stafionarity；EM (expectation 

maximization)algorithm；heteroscedasticity 

l 引言(Introduction) 

时间序列模型的最佳预测与最佳控制是时序方 

法在工程应用中的一个重要方面．而最佳控制是在 

最佳预测的基础上进行的，因此最佳预测的获得非 

常重要．线性时间序列模型(如 All，MA，ARMA模 

型等)的残差通常被假定服从 Gauss分布．在该假设 

下，序列的边缘分布及条件分布均服从 Gauss分布． 

但在工程和金融等实际问题中，不服从 Gauss分布 

的序列却大量存在．自然非 Gauss分布序列在传统 

的线性时间序列框架下也就不可能得到更为精确的 

预测结果．混合模型提供了一种可以近似任何分布 

形式的灵活，有效方法．自从 Pearson于 1894年首次 

提出混合模型，混合模型已在许多领域得到了广泛 

的研究与应用．一些学者将混合模型这一有力工具 

应用于时间序列分析，得到了一类可用简单结构描 

述复杂非线性现象的混合时间序列模型．例如，为了 

对非线性时间序列中的奇异点、变点等现象进行描 

述，Le，Martin和 Raftery Li J于 1996年提出 Gauss混合 

转移分布(Gauss mixture transition distribution model， 

简记 GM'rD)模型．Wong和 Lil J于2(100年将其推广 

得到混合 自回归(mixture autoregressive model，简记 

MAR)模型． 

本文将 GMTD和 MAR模型做进一步推广，提 

出了一类用于非线性时间序列建模的 MARMA模 

型．该模型是由 K个平稳或非平稳的ARMA分量混 

合得到的．文中给出了MARMA模型的平稳性条件 
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和自相关函数及建模方法：运用期望极大化(expec— 

tation maximization，简称 EM)算法对模型的参数进 

行估计，利用 BIC准则对模型定阶．通过研究和分 

析，得到一些结论：1)满足一定条件的几个平稳与 

非平稳 的 ARMA过程的混合是一个平稳过程； 

2)MARMA模型有结构类似于 ARMA模型的 Yule— 

Walker方程；3)MARMA模型的条件分布具有多峰 

分布的特征并能描述条件异方差．仿真及实例分析 

的结果都表明 MARMA模型是一类有着广泛应用 

前景和研究价值的非线性时间序列模型． 

2 M RM．A 模型 (Introduction of MARMA 

mode1) 

定义 1 由 个混合元组成的MARMA模型定 

义如下： 

土  

F(y J 1)=∑ ((Y 一声 。一 JY 一⋯一 
k=l 

审 p了t—p 
k

+ Okl~k
．
t-＼+ ⋯ + 

，

e 
， 

)／ )， (1) 

其中：al+a2+⋯ +a =1，a >0，k=1，⋯， ， 

l = (Yf_l，Yf-2，⋯)是由(Yf_l，Yf_2，⋯)生成的 

一 域，F(Y I。— 1)表示Y 的条件分布函数， (·)是 

标准正态分布函数．模型(1)简记为 MARMA( ； 

Pl，P2，⋯，PK；ql，q2，⋯，qK)．令 P = max(pl，⋯， 

P )，q=max(q 一，q )．MARMA模型实际上是 

由 个残差服从 Gauss分布的线性 ARMA模型混 

合得到的。若 K：1，则它就是一般的ARMA模型； 

若 0 =0，k=1，⋯， ，则它就是 MAR模型。满足 

模型(1)的 Yt的条件分布随时间t而变化，其条件期 

望为 

点  

E(yf l 1)= a ( 0+ lYf—l+⋯+ 

其中 ．f = 0+ l yf—l+ ⋯ + Yf—p 一 

0 le ．f-l一⋯～％ e 。!--q．不同于 模型，由于L ARMA 

MARMA模型产生序列的条件分布可能呈现多峰， 

因此 Y，的条件期望未必是对未来值的最佳预报 。 

MARMA模型的另一个重要特征是它可以定量 

地描述变化的条件方差 。Y，的条件方差为 

MARMA模型的平稳性条件由下面定理给出． 

定理 1给 出 MARMA( ；Pl，P2，⋯，P ；q 一，q ) 

模型一阶平稳的充分必要条件．MARMA模型二阶 

平稳条件的推导较为复杂，仅分别在定理 2和定理 

3中给 出 MARMA( ；1，1，⋯，1；ql，q2，⋯，qK)和 

MARMA(K；2，2，⋯，2；ql，q2，⋯，qK)的二 阶平稳 

的充分必要条件．定理的证明与文献[1]及[2]的方 

法类似，主要用到了BenesE3j的结论． 

定理 1 MARMA( ；pl，p2，⋯，PK；ql，q2，⋯， 

q )过程 y『为一阶平稳的充分必要条件是方程 

P 

1一∑(∑ ) ～；0 (4) 

的根 z 一， 在单位圆内，其中当i>P 时， =0． 

定理 2 若 MARMA( ；1，1，⋯，1；ql，q2，⋯， 

q )过程 yJ是一阶平稳的，则其二阶平稳的充分必 

要条件是方程 

1一(∑Otk 1)z一=0 (5) 

的根 z在单位圆内． 

定理 3 若 MARMA(K；2，2，⋯，2；ql，q2，⋯， 

q )过程 y『是一阶平稳的，则其二阶平稳的充分必 

要条件是 

2+ l<1， 2一 l<1，I 2 l<1． (6) 

其中 

： ∑a ， 
k： l 

2 ： ∑a 2+ 
= l 

2(∑a )(∑a ) 
= l k=l 

1一∑ 声 2 
： l 

类似于线性时间序列中的 Yule．Walker方程， 

MARMA(K；pl，P2，⋯，P ；ql，q2，⋯，q )模型的 自 

相关函数满足如下的差分方程 

=  

J 

一 J l 一l+⋯+ J>q，l 
j一【 l 一l+⋯ + 一p+C，-，=q． 

其中 

： ∑a i=1，⋯，p)，C：∑a ％。 

3 M RM．A模型的参数估计及模型的选择 

(Parameter estimation of the～ LRMA model 

and the model selection) 

本文中用 EM算法(Dempster等，1977)对 MAR． 
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Ẑ 

a ∑ 

『I 

、 

y  

a 
V 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


第 6期 王红军等：非线性时间序列建模的混合 白回归滑动平均模型 877 

MA模型进行参数估计．假定 Y=()，l，y2，⋯， )是 

产生于 MARMA模型的一组观测值．Z ：(z 一， 

)是不可观测的随机变量序列， (t=1，⋯，n)是 

K维随机变量，：∑ 、 ：1．若 来自模型(1)中第 

k个分量，则 、 =l；否则 ． =0． =(al，⋯， 

aK—1) ， = ( 0，⋯， 如 ) ，Ok= (Oko，⋯， 幻 ) ， 

8=( T， T，⋯， ，8T，-一，8 ) ，k=l，⋯，K．对 

数似然函数为 

f_ {∑
k=l 

zk
, tlogak-∑

k=l 

zk
, t
logak-

I I I 

z 【． 
f=口+ ^= u 

(7) 

其中 ￡ ． = 一 一 l yf-l一⋯ 一声 ～ + 

OkI~k l-l+⋯ +Okq~k
．  

．对数似然函数关于未知参 

数 8的一阶偏导数分别为 

31
=  耋。( 一 )， = 一，K—l，(8) 

31
： ∑n ， ： 一，K， 0’l，⋯ ． a 
一  

l 盯 

(9) 

其中：若 =0， (Y ， )：l；若 >0， (Y ， )= 

一 i· 

31
=  

。

( = 一 一 ， 

(10) 

af 
盯 一 

EM算法估计参数是以极大化对数似然函数 

(9)为准则，该算法由 E步与M步构成． 

E步 假定参数 8已知．缺损数据 z可由其条 

件期望代替(条件为参数8和观测数据y)，记 ． 的 

条件期望为 ， ．a 为 来自第k个混合元的先验概 

率．由后验概率公式有 

-Ck
．

f ： E(Zk．f l y， = 

， k： 一 (12) 

(ctk／a ) (￡ ／a ) 
^= 1 

M步 假设缺损数据 z已知．用极大对数似然 

函数(7)来估计参数 8．这可以通过令式(8)～(11) 

为0得到．例如令式(8)为0，则可得到 

∑ 
：  一 ， ： 1，⋯ ，K． a — — ， ，⋯ ， ． 

n — p 

将E步和M步反复迭代直到收敛，便可得到参 

数 8的估计值． 

运用下面由Louis给出的方法(见文献[4，5])计 

算参数估计值的标准差： 

，： =E y)。⋯V(嚣 y) ． 
(13) 

其中：，是观测信息矩阵， 和， 分别是完全信息和 

缺损信息． 

MARMA模型的选择包含两个方面的问题：一 

方面是确定模型的混合元个数 K；另一方面是确定 

每个混合元 自身的阶数 P 。 ，P ，q 一，q ．文中 

运用 BIC准则选择模型．MARMA模型(1)中混合元 

数目K及模型阶数P 一，P ，q 一，q 可由使如下 

BIC值达到最小而得到 

、BIC：一21+(3K一1+∑P +∑qk)l0g(n—p)． 

(14) 

4 仿真与实例分析(Simulation and example 

analysis) 

4．1 仿真分析(Simulation analysis) 

由前面的定理可知，平稳性条件既要依赖于混 

合元的权重系数 a ，又要依赖于各 ARMA分量自 

回归部分的系数．几个平稳线性 ARMA过程的混合 

仍然为平稳过程，但几个平稳与非平稳线性 ARMA 

过程的混合也可能为平稳过程．对于这个性质，本文 

将通过下面MARMA模型(15)模拟产生的数据进行 

说明．由式(15)易见，第一个分量对应的是一个平稳 

的 ARMA(1，1)过程，第二个分量对应的是一个非平 

稳的 ARMA(1，1)过程，但经检验这两个 ARMA模 

型混合后模拟产生的序列(见图 1)却是平稳的． 

f 。)-0．7 ( )+ 

o．3 ( )． 
1 

(15) 

图 1 模型(15)产生的随机数序列 

Fig．1 Simulated time series of model(15) 

立 

／L  

∑ 
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下面运用EM算法通过MARMA模型模拟产生 

数据对其参数进行估计．实验共进行 500次，每次模 

拟产生 500个样本点．表 1给出模型(15)模拟产生 

数据的估计结果，其中估计值标准方差由式(13)算 

得．由表 1中的估计结果可知 EM算法对 MARMA 

模型参数估计的结果精度较高． 

表 l 模型(15)模拟产生数据的估计结果 
Table l Results of the simulation study with model(15) 

4．2 实例分析(Example analysis) 

4．2．1 武汉市月平均气温数据 (Monthy average 

temperature series for Wuhan city) 

用 MARMA模型对武汉市月平均气温数据(从 

1978年 1月到 1987年 12月，共 144个观测值【 j)进 

行建模和分析．原数据的直方图(histogram)见图 2 

(P为频率)，由图可见该序列的边缘分布具有多峰 

特征；原序列 见图 3，显然 是季节性非平稳序 

列；季节差分序列 — 见图4，该差分序列经检 

验是平稳的． 

对于平稳的季节差分序列 yi—yi ，由BIC准 

则，选用如下的MARMA(2；0，1；1，0)模型 

F(y l 1)= 

0．7758 ( )+ 

0．2242 ( ± ： =!二 二 ： )
． 

7．9846 

(16) 

25 

20 

l 5 

l0 

5 

图 3 原始数据序列 

Fig．3 Original series 

图 4 季节差分序列 

Fig．4 Seasonal differenced series 

图 5 t：47时的条件密度函数 

Fig．5 One step prediction distribution of the series at t=47 

图 6 t=48时的条件密度函数 

Fig．6 One step prediction distribution of the series at t= 48 
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图 7 由拟合模型得到 Yl的条件方差 

Fig．7 Variance computed from the MARMA model 

for the series 

图5和图6给出模型(16)在 t=47和 t=48的一 

步预报的条件密度函数．由图可知t=47时刻和t=48 

时刻的一步预报条件密度函数是双峰的．这表明在 

t：47，48时刻，月平均气温波动的可能性较大．这 

与图3所反映的原数据序列周期性波动是吻合的． 

由拟合模型得到的Y 的条件方差Var(Y 1． -)见 
图7．由图可见，该序列波动的大小是随时间周期性 

变化的，与前面观测到的信息一致． 

4．2．2 皿M 数据 (Common stock closing price series 

f0r mM) 

mM(自1961年 5月 17日至 1962年 11月 2日 

的 369个观测值 j)数据曾被许多研究者用多种不 

同的模型分析过．原数据的直方图(histogram)见图 8 

(P为频率)，由图可见该序列的边缘分布具有双峰 

特征；原序列 见图9，显然 是非平稳的，并且从 

t：250到 t：280时刻内波动性较大；一阶差分序 

列 — 一。见图 1O，经检验该差分序列是平稳的． 

70 

5O 

3O 

l0 

O 
300 350 400 450 500 550 600 650 

图 8 原始数据直方图 

Fig．8 Histogram of the IBM stock price series 

图 9 原始数据序列 

Fig．9 Odgi~ series of the IBM stock price 

图 l0 一阶差分序列 

Fig．10 First order difference series of the IBM stock price 

用各种不同的 MARMA模型对于 mM一阶差 

分数据进行拟合(包括文献[1]中给出的 GMTD模 

型和文献[2]中给出的 MAR模型以及线性 ARIMA 

模型)．通过分析和比较，发现下面各 MARMA模型 

都能较好地描述该序列．表 2给出各模型对应的 

BIC值． 

表 2 各模型对应的 BIC值 

Table．2 BIC values of some MARMA models 

由BIC准则，选用如下的 MARMA(2；0，1；1，0) 

模型 

F(Yt )_0．647 ( )+ 

⋯  ，
Y￡一1．697y￡一 l+O．697yf一 2、 

0．353 ( ————— ————— 一)． 
7．9846 

(17) 

图 11和图 12给出模型(17)在 t：259和 t=269的 
一 步预报的条件密度函数，由图可知其条件密度函 

数是双峰的，这表明在 t=259和 269时刻，股票价 

格波动的可能性较大．这与图 9所反映的原数据序 

列自t=250至 t=280时刻内序列波动性较大是吻 

合的．拟合模型得到的Yt的条件方差Var(Y l -) 

见图 13．由图可见，该序列波动的大小是随时间而 

变化的，并且在自t=250至 t=280时刻内波动较 

大，这与前面观测到的信息一致．表明该模型能够描 

述 mM数据具有的条件异方差． 

将MARMA模型同其他模型的预报能力进行 

比较，观测这些模型的一步预报置信区间的经验范 

围(即真实数据落人预报区间的百分率)．待比较的 

模型分别是 
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图 11 t：259时的条件密度函数 
Fig．11 One step prediction dislribution of the series at t= 259 

图 12 t：269时的条件密度函数 

Fig．12 One step prediction distribution of the series at t= 269 

图 l3 由拟合模型得到 Yt的条件方差 

Fig．13 Variance computed from the IVlARMA model 

for the series 

Box[7] ARIMA模型拟合这组 IBM原始数据， 

得到最优 AR A(0，1，1)模型为 

Yf= Yf—l+ ￡f一0．09sf
— l，￡f～ N(0，52．2)． 

Tong[ ]用 SETAR模型拟合这组数据，用 BIC准 

则选定的最优模型为 

『1．0452yt一0．0452yf_2+￡ ̈，当 Yf_l≤Yf_2， 

几一【1．1467 yf一0．1467yf_2+￡【2)，当)，f．1>)，f．2． 

其中￡ ̈ ～N(0，58．4319)，￡： ～N(0，45．0533)． 

LeE’]用 GMTD模型拟合该组数据，得到最优模 

型为 

F(Yt l 1)： 

⋯ ，

Yf一 1．94)，f
—

l+0．94yf
一 2 

0_24 ( —‘ __— )+ 

㈣  ( ⋯ ． ( )． 

Wong E j用 MAR模型拟合这组数据，用 BIC准 

则选定最优 MAR模型为 

F(Y } 1)= 

，

Yf一0．6792yf—

l一0．3208yf
一 2、 

0．5439 ( ———————__—————一 )+ 
4．8227 

一  一 ，

Yf一 1．6711Y￡一 l+0．6711Yf一 2、 

0．4176 ( — —  )+ 

0．0385 ( —_二 )． 
18．1 7l6 

下面在表3中给出上述这些模型及 MARMA模 

型所得到的一步预报置信区间的经验范围比较． 

由表 3可知 MARMA模 型、MAR模型 以及 

GMTD模型比其他两个模型的经验范围更接近标准 

经验范围．这是因为它们都能描述多峰跳跃现象，而 

ARIMA模型和 SETAR模型仅能描述单峰分布的情 

况．AR A(0，1，1)模型的结构非常简单，仅有两个 

参数．由于其 自身线性性的局限，不可能对数据有进 
一 步更为精确的描述．尽管 MARMA模型与 GMTD 

模型及 MAR模型的经验范围比较接近，条件分布 

都具有描述多峰预报分布的能力，但 MARMA模型 

整体上预报效果比较好，且结构简单，参数最少． 

表 3 不同模型的一步预报置信区间的经验范围比较 
Table 3 (1一a)100％ confidence interval ofone step prediction forⅢM stock price series 
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5 结论(Conclusion) 

本文提出了用于非线性时间序列建模的 MAR— 

MA模型，得到了 MARMA模型的 Yule—Walker方程 

和一些 MARMA模型的平稳性条件．通过仿真分 

析，说明满足一定条件的几个平稳与非平稳 MAR— 

MA过程的混合可得到一个平稳过程，以及 EM 算 

法对 MARMA模型参数估计的精度．由实例分析结 

果可见，MARMA模型结构简单，易于建模，条件分 

布具有多峰分布的特征并能描述条件异方差，能以 

较少的参数得到良好的预报效果． 
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