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摘要：针对随机系统的模型降阶问题，从分析离散线性随机状态方程模型中的条件信息描述机制人手，讨论了 

模型状态集聚过程中系统的平均条件信息损失．运用在模式识别领域中获得成功应用的最小信息损失准则得出了 

一 种新的模型降阶信息论方法——基于状态集聚的最小条件信息损失方法，并讨论 了降阶模型阶次的选择 ．分析 

表明，当原系统是渐近稳定时，由该方法得出的降阶模型也是渐近稳定的．该方法运用简单，仿真研究也表明由该 

方法得出的降阶模型具有良好的近似性能 ． 
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lVIinilnuln conditional information loss approach 

to discrete stochastic model reducl=ion 
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(National Laboratory of Industrial Control Technology，Institute of Modem Control Engineering， 

Department of Conu'ol Science&Engineering，Zhejiang Unive~ity，Hangzhou Zhejiang 3 10027，China) 

Abstract： ming at the problem of stochastic model reduction，the average conditional information loss ofthe state aggre— 

gation is discussed by analyzing the conditional information description of discrete linear state space mode1．A new information 

~ retic method for linear stochastic model reduction，the minimum conditional information loss approach based on state aggre— 

gation，is deduced by the principle of minimum  information loss which was appfied successfully in the field of pattern recogni— 

tion．The selection of the order of reduced-order model is also discussed．It is proved that the derived reduced-order model is 

asymptotically stable when the full·order model is asymptotically stable．Simulation results show that，this me thod is easily appli— 

cable and the reduced-order models derived by it have good approximation performance ． 

Key words：model reduction；state aggregation；minimum  information loss；entropy；discrete linear stochastic system 

l 引言(Introduction) 

动态系统模型降阶是一个长期受到关注的问 

题．系统和控制理论中的模型降阶是在一定的误差 

指标下，寻求一个较低阶次的模型来逼近原系统模 

型，以简化问题复杂度，满足设计任务的需求．对于 

随机系统，人们研究了很多种模型降阶方法，如状态 

集聚 (aggregation)方 法l 卫J、协方 差 等价实 现方 

法L3,4j、随机平衡实现(stochastic balanced realization) 

方法[ ， 、随机包含方法[ 、L2方法[ ]等．另一类别 

有特色的方法是基于信息论的有关概念和原理上 

的，如文献[9]和[1O]，通过使全阶和降阶模型输出 

的Kullback—Leibler信息距离⋯1 j达到最小来获取降 

阶模型，称之为 K-L信息方法． 

本文所提出的是另一种基于状态集聚的模型降 

收稿日期：2003—10—30；收修改稿 日期：2005—05—13 

基金项 目：国家973计划资助项目(2002CB312200)． 

阶信息论方法．与 K-L信息方法不同，这里考虑的 

原则是，在获取系统降阶模型过程中，即在状态集聚 

过程中使包含在系统状态中的平均条件信息损失达 

到最小，因而称之为最小条件信息损失方法．信息论 

中以熵函数来描述随机变量所包含的信息量．对于 

离散随机向量 ∈R ，H(p)一H( )>0．其中： 

H(·)表示随机变量的熵，Jf1为具有相应维数的奇异 

矩阵．在模式识别和特征提取中得到成功应用的最 

小信息损失准则  ̈j可表述为，选择奇异矩阵 Jf1使 

H( )一H( )达到最小． 

2 问题的描述(Problem statement) 

本文考虑离散线性系统的模型降阶．设渐近稳 

定的线性时不变随机系统的全阶模型为 
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( +1)=Ax( )+Bw( )， ，．、 

Y( )= Cx( )+l，( )． 、 

其中： ( )∈j． ，'．，( )∈一 ，Y( )， ( )∈ II fJ， 

A，曰，C为具有相应维数的定常矩阵，’．'( )和 l，( ) 

为相互独立的零均值高斯白噪声向量，协方差分别 

为 Q和 ．作者希望寻求一个渐近稳定降阶模型 

，( 十1)=A ，( )+B ’．'( )， 

Y，( )= Cr ( )+l，( ) 

来近似原系统．其中： ，( )∈ ：i， ，，< n，Y ( )∈ 

，A，，曰 ，C 为具有相应维数的常阵． 

在状态集聚方法⋯中， ，( )称为原模型状态 

( )的集聚状态向量(aggregated state vector)．且 

( )=Ax( )． (3) 

其中A∈I1一 称为集聚矩阵(aggregation matrix)，为 

行满秩的，即 rankA ：，，且(从  ) 的每个元素都 

是非负的⋯1． 

由式(1)～(3)可以得到 AA =A A，B =AB． 

降阶模型是对原模型的近似，即Y ( ) Y(后)，于 

是可得到 C A C．从近似的目的(越接近越好)出 

发，为获得降阶模型参数可以设 Y，(矗)=Y(矗)，则 

C4 =C E 
．设 A 为 A 的Moore．Penrose伪逆，当 

rankA ：，时，有l IA ：A (从  )～．这样，在状 

态集聚方法中可以利用下面的关系来获得降阶模型 

的参数矩阵[ ·∞J： 

A =AAA ，B ：AB，Cr：CA ． (4) 

下文将阐述获得集聚矩阵 A 的最小信息损失 

方法． 

3 最小信息损失方法(Method of minimizing 

information loss) 

模型的动态特性由其结构和参数决定，而关于 

动态特性的“信息”则反映在系统状态上．模型(1)是 

对真实系统的“全阶”描述，它所描述的动态信息反 

映在状态向量 ( )上；同样，模型(2)是对真实系 

统的“降阶”描述，它所描述的动态信息则反映在状 

态向量 ( )上．设 ：{Y(1)，Y(2)，⋯，Y( )}为 

真实系统输 出的一组观测．条件概率 P( ( + 

1)i )反映了全阶模型在已知观测序列 ( 固 

定)条件下 对 于真实 系统 的似然度，P( ( + 

1)j )则反映了降阶模型对于真实系统的似然度． 

而两个模型关于真实系统似然度的差异可采用对数 

似然率来描述： 

P( ( +1)l ) 
ln—————————————_ ： 

P( ( +1)l p) 

lnp( ( +1)l p)一lnp( ( +1)f p)．(5) 

若对函数(5)关于P( ( +1)l )取数学期 

望，则得到关于模型(1)和(2)状态预测的 Kullback． 

Leibler信息_II_ 

KL( ( +1)； ( +1)l )： 

1 

p c c +· l ·n ．c6 
( +) p I + l，l J’J 

当选择集聚矩阵使指标函数(6)达到最Jl,~,-J-，得到的 

降阶模型在 K-L信息意义上与全阶模型的距离最 

小．这也是文献[9]和[10]所采用的方法(所不同的 

是文献[9]和[10]所采用的是关于输出的 K-L信息， 

而这里关注系统的状态)． 

若不是对函数(5)关于P( ( +1)l )取数 

学期望，而是对式(5)等号右边的第一项和第二项 

分别关于P( ( +1)l )和P( ( +1)l )取数 

学期望，则得到 

儿( ( +1)， ( +1)l )= 

p(x，( +1)l l,'k)lnp(x ( +1)l )一 
x
r
( +1)‘ 

p( ( +1)1 )lnp( ( +1)1 )= 

H( ( +1)l p)一H( ( +1)j p)． (7) 

由于已知观测序列 为固定的，所以上式第二个等 

号成立．式中 (·{·)表示条件熵．该式反映的是模 

型降阶后，包含在状态向量中的系统动态信息的 

损失． 

设 ( +1)：E[ ( +1)l ]为已知观测序 

列 ( 固定， 足够大)条件下对于全阶模型(1) 

的系统状态的一步向前 Kalman估计，为条件均值估 

计 ．设 ( +1)： ( +1)一 (k+1)， ( +1)= 

E[ (k+1) ( +1)]．设 (i)：Y( )一C2(i)， 

i：1，2，⋯， ．由于 (i)和 Y(i)为联合高斯的，新 

息序列 ： { (1)， (2)，⋯， ( )}为一个高斯白 

噪声 过程，且 P( ( + 1)l )： P( ( + 

1)l )[B]．对于独立过程 ，由估计问题的有关知 

识_I3_可知， ( +1)= l矿( +1)，其中 f ( 十 

1)：eov{ ( +1)， ( +1)l }为已知 条件下 

( +1)的协方差．由于已知观测序列 为固定 

的，由信息论知识可得lI4， ] 

H( ( +1)l )： 

p( ( +1){l~)lnp(x( +1)l )： 

H( ( +1))=等ln(2 e)+"ln det1~( +1)． 
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同样，设 (k+1)=E[X (k+1)I ]为已知 

观测序列 条件下对于降阶模型(2)的系统状态向 

量的一步向前 Kalinan估计，且 ，(k+1)：X，(k+ 

1)一 (k+1)， (k+1)=E[2，(k+1)j (k+ 

1)]．则 

／／(x (k+1)i yk)： ( (k+1))= 

1 l
n(27re)+ ln detE ( +1)， 

因而有 

儿(X(k+1)，X，(k+1)i )= 

( (k+1))一 ( ，(k+1))． (8) 

由式(3)可知，状态集聚矩阵 A显然是奇异的， 

因而在本文所讨论的状态集聚问题中总存在状态信 

息的损失． 

由于系统是渐近稳定的，有 lime(k+1)： ， 

limE (居+1)= ，皆为定常矩阵．由Kalman估计 

理论可知，稳态估计误差的协方差阵 满足 Riccatti 

方程 

= A(E—ECT(CECT+R)一 C )AT+BQBT． 

(9) 

设 

： [ (1)，x-T(2)，⋯， T( )]T， 

： [ j(1)， j(2)，⋯， ( )IT． 

定义 Toeplitz阵 

： [Q(j—i)] ： ⋯，-l’0．I’⋯ 

其中 Q(j— )∈蔓 为主(k)的协方差阵． 的熵 

为 

日( )： l (2~re) + l det ， 

因为 ( )为零均值的平稳高斯序列，由信息论及 

Toeplitz阵的 Szeg~极限定理可得[1 6_ 

( )={ {H( )=号ln(27re)+专ln det2~． 一∞ 
(10) 

同理可得 

(j )： { ( )：号l (2~re)+ l d。t ． ∞，c Z Z ’ 
(11) 

式中 (·)表示随机过程的熵率 ，描述了每单位 

时间的平均信息量． 

函数(8)反映了全阶模型和降阶模型之间的瞬 

态条件信息损失，而模型随时问演化过程中的平均 

条件信息则由式(10)和(11)描述．因而可以进一步 

考虑平均信息损失函数，设为 

儿(X，X )=日( )一H(j )． (12) 

当选择集聚矩阵A~tt(x，X )达到最小时，得到最 

小平均条件信息损失的降阶模型． 

由于 ，(k)=E[Ar(k)I -1]=A (k)，所以 

，(k)：A (k)．由式(10)～(12)可得 

瓦( ，X，)= 

ln(27ce)+ (1n det2~一ln detE )： 

l (27c )+ (1 det2~一l d。t(AY_AT))． 

(13) 

设 IDl，ID2，⋯， 为 A T的特 征 值，则 

det(AF_,A‘ )=PlP2⋯P2．于是 

， ． f 

H(e )：告ln(27ce)+ 1∑lnp ． 

式(13)等号右边第一项是由于系统维数改变而造成 

的直接信息损失，与集聚矩阵元素的选择无关，因而 
f 

使一IL(x，Xr)达到最小等价于使∑lnp 达到最大． 
i=l 

f 

而使∑lnp 达到最大的集聚矩阵为[ 2 
i= l 

A =[7l 72 ⋯ IT． (14) 

式中 7I，72，⋯， 分别为相应于估计误差协方差矩 

阵三的f个最大特征值的正交特征向量， 由Riccat- 

ti方程(9)得出． 

至此，降阶模型(2)的参数可通过式(4)获得．注 

意到式(14)给出的集聚矩阵是由正交特征向量组成 

的，显然满足 (AAT)I1的每个元素都是非负的条 

件 ．在降阶模型的阶次给定的情况下，由式(2)，(4) 

和(14)得出的降阶模型平均条件信息损失最小． 

4 分析与讨论(Analysis and discussion) 

4．1 稳定性(Stability) 

设 D(a，y)为复平面上单位圆内一个以实轴上 

的 a为圆心、y为半径的圆域． 

引理 1【 J 考虑矩阵方程 

一 aAP—aPAT+APAT+(Ot2一y )P ：一W． 

(15) 

其中 w为任意正定矩阵．则当且仅当方程(16)存在 

正定解 P时，矩阵 A的特征值在圆域D(a，y)内． 

设全阶模型I 1)满足式(15)，既渐近稳定系统 

(1)的特征值在圆域 D(a，7)内．对式(15)两边左乘 

A和右乘AT(式(14))，得 

一 aAAPAT— aAPATAT+ lATAT+ 

(口 一y )A !AT：一AWAT． 
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由于 AA =A ，因而有 

一  PA 一以 PA A +A4PA A + 

(a2—7 )A IA ：一AWA ． (16) 

设 A =[A ⋯ ⋯ ] ，其中 一， 

为相应于 的n—f个最小特征值的正交特征向 

量．由于A 是由正交向量组成的，对于正定阵P，可 

知 A P(A ) 也是正定的．而 APA 为A P(A ) 主 

对角线上的f X f子阵．所以当P和W正定时，APA 

和 AWA 也是正定的．由引理 1和式(16)可知降阶 

模型(2)的特征值也在圆域 D(a，7)内．因而，当原 

全阶模型是渐近稳定时，由本文方法得出的降阶模 

型也是渐近稳定的． 

另外，由系统稳定性理论可知：原系统(1)为渐 

近稳定的，当且仅当对于任意给定的正定矩阵 w， 

方程APA +w ：P存在正定解P．对该方程两边左 

乘 A和右乘A ，通过与上面相同的分析方法也可 

得出这样的结论：由本文方法得出的降阶模型保持 

了原模型的稳定性 ． 

4．2 关于降阶模型阶次的选择(Selection of the or— 

der for approximation mode1) 

全阶模型状态估计误差的平均信息量为 
一  1 

( )=詈ln(27ce)+{ln det = 

詈ln(27ce)+ ∑ln2 ． (17) 
厶 厶 i=1 

其中 (i=1，2，⋯，n)为 的特征值(为正实数)， 

设它们排列为 l> 2>⋯ > >0．由上式可知 

每个特征值对平均信息量的贡献不同．由于 A 由正 

交向量组成，所以 
．

1 

力( )： ln(27【e)+ ∑ln ： 
厶  厶

I=1 

，  ． f l 

ln(27【e)+ ∑ln2 ． (18) 
i=1 

即 lDl，lD2，⋯， 为 的f个最大特征值 l， 2，⋯， f． 

因而模型降阶带来的平均信息损失为 

见( ， )=日( )一 ( )= 

ln(2he)+ ∑ln2 ． (19) 
I= f+1 

由式(19)可知，除了阶次减小的直接因素(式中 

第一项)外，平均信息损失体现在模型降阶中“丢弃” 

的特征值 ， f+2，⋯， 上(式中第二项)， = 

f+1，⋯，n越大，信息损失越多．从这个因素出发， 

若相对其他两个相邻特征值的差距来说 f。》 fl+。， 

则可考虑将 f1作为降阶模型的阶次(即取 f：f1)， 

这样因“丢弃”特征值 ， f+2，⋯， 带来的信息 

损失相对较小 ．这一选择方法与文献[18]建议的方 

法类似．文献 [18]的方法考虑的是标准相关矩阵 

(canonical correlation matrix)的特征值，而这里则考 

察估计误差协方差阵的特征值．当然，降阶模型阶次 

的确定还须考虑设计任务 (对降阶模型阶次的要 

求)、误差允许范围及阶次减小带来的直接信息损失 

等其他因素 ． 

5 例子(Example) 

针对文献[3]所给的离散 SISO模型，将本文的 

结果与文献[3]所得的结果进行比较．系统的全阶状 

态方程模型为 

一 1．1 

0．01 

0．275 

0．06 

1 0 0 

0 1 0 

0 0 1 

0 0 0 

(k)+ W(k)， 

(20) 

(21) 

W(k)和 (k)为相互独立的零均值高斯白噪声．系 

统极点为{0．5，一0．8，一0．5，一0．3}，系统是渐近稳 

定的．设一个复平面上单位圆内的以点 一0．15(在 

实轴 上)为原点、以 0．6501为半径的圆域，记为 

D(一0．15，0．6501)．全 阶模 型 的极点 都 在 圆域 

D(一0．15，0．6501)内． 

对于式(20)和(21)描述的4阶模型，文献[3]由 

协方差等价实现方法得出的两个 2阶近似模型为 

r _mI， _m2： (k+1)=A (k)+B (k)， 

{Y (k)=Ca (k)+ (k)， 
【 =1

． 2． 

(22) 

其中 

Aml=[0。
． 7 一0 ．0855J ， 【 640一 ， 

Am2=[一 2
一  1．7093 ]， =【一0

．

7622 一 ， 

： = [一：．1】，Cm。-Cm：-[1 0]． 
l和 2的极点分别为 {0．8324，一0．9179}和 

{一0．8547+0．1783i，一0．8547—0．1783i}(都不在圆 

域 D(一0．15，0．6501)内)． 

下面运用本文的方法考察模型(20)(21)． 

+ 

，  

O  

= ： 卜 O = 

) 、 O  

●  

、， ： ● =¨ 

， 、J ， 

E y E 
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对于模型(20)(21)，通过求解 Riccatti方程(式 

(9))获得其状态估计误差协方差阵，进一步得该协 

的差距最大，即 》 ．据4．2部分中分析，当选择 

降阶模型的阶次为 f=3时，因“丢弃”特征值所带 

来的信息损失会很小(当然此时因阶次降低而直接 

带来的信息损失也是最小的)．基于这点考虑，同时 

为了与文献[3]得出的2阶模型进行比较，这里用本 

文算法(式(2)，(4)和(14))分别得出 3阶和 2阶近 

{ ( )=Cr ( )， (23) 【 
= 1．2． 

其中 

『- ·0835 。‘8998 0．5215] 

l 0
．

0875 —0．4190 0．6292j 

厂 0．9942-] 

B，I=I一0．0868 I， 
L 0．0637j 

Ar2 l
一 0．1296 —0．4246J， 

Br2一
一 0．0868J，Cr2 一0·0868]． 

降阶模型 l和 2的系统极点分别为{一0．7802， 
一 0．5829，0．4841}，{一0．7541+0．0902i，一0．7541— 

0．0902i}显然都在圆域内 D(一0．15，0．6501)，因而 

，t和 2是渐近稳定的．这与4．1部分中的分析是 

运用 MATLAB进行仿真．首先将本文得出的 2 

阶模型 M，2与文献[3]中近似性能较好的 2阶模型 

2进行比较．图 1和图2分别为降阶模型 2， 2 

与原模型的Bode图(图中所示为 Nyquist频率以下 

频段的幅、相频特性)．虽然 2与 2的幅频和相 

频特性在中、低频率段与原模型的吻合程度大致相 

同，但在高频段 2与原模型几乎完全一致，而 2 

与原模型还是有差距的．所以对于高频随机的响应， 

!将比 2更接近原模型(这也将在下文的响应 

误差指标 D 2和 D，2上得到体现)．图中：F为频率 ， 

为增益，P为相角． 

J 
一  

模 f 
‘

⋯ -

降阶模 ／ } 
．  

【r2 10一 100 1I 

90 

⋯ 1i135180 j }⋯。降阶模 、； { l I I 一 } 1 一L——．．— — ——— —． ． —— ．．．．———— —．．—．—— ———— —． ————．．． ————L—— ．—．． 

一 原模 ／ 
一 一 降阶模型 ／ 

⋯  

’ 

)-2 10- 10~ 1 

— 45 

一 9O 

l35 

一 l80 
10—2 10一。 100 10 

／(rad·S一1) 

图 2 降阶模型 Mr2与原模型的 Bode图 

Fig．2 Bode plots of the reduced-order model Mr2 

and the original model 

再看各模型对高斯白噪声输入 ( )( ：1，2， 
⋯

，K)的响应．设检验降阶模型输出的误差指标为 
1 

D = ∑()，( )一Y ( )) ． 
“  

： I 

其中 *分别为 mI，m2，rI和 r2．仿真结果分别为 

(K =200) 

D I= 0．6869，D 2 = 0．3622， 

D，1= 0．0025，D，2= 0．0188． 

图3所示分别为各降阶模型的响应误差：y( )一 

YmI( )，Y( )一Ym2( )，Y( )一Y，I( )和 Y( )一 

Yr2( )．从仿真结果可以看出，同文献[3]得出的降 

阶模型相比，由本文方法得出的近似模型对于高斯 

白噪声输入的响应误差更小． 

需说明的是，从随机系统一般描述考虑并与本 

文方法的推导过程相适应，这里所给的全阶模型(式 

(21))中增加了观测噪声 ( )项．虽然文献[3]所给 
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的例子中不包含该项(其他都一致)，但由于文献[3] 

方法的推导与 v(k)无关，且这里检验模型动态的 

Bode图、输出响应误差(图 3)和模型误差指标中都 

不包含 v(k)项，因而文献[3]的协方差等价实现方 

法与本文的最小信息损失方法在模型(20)和(21)上 

仍具有可比性． 

一

2 

0．1 

0 

0 l 

0 5 

0 

0．5 

0 20 40 60 80 l00 l20 l40 l60 l80 200 

0 20 40 60 80 l00 l20 l40 l60 l80 200 

0 20 40 60 80 l00 l20 l40 l60 l80 200 

图 3 降阶模型输出误差 

Fig．3 Output en娜 of reduced-order models 

6 结束语(Conclusion) 

本文针对离散线性随机系统，分析了状态方程 

模型的信息描述机制，讨论了系统状态集聚过程中 

所造成的(平均)信息损失．受模型降阶的 Kullback— 

Leibler信息准则的启发，本文得出一种新的模型降 

阶信息论方法——基于状态集聚的最小平均信息损 

失方法，并讨论了降阶模型阶次的选择．分析表明， 

当原系统是渐近稳定时，由该方法得出的降阶模型 

也是渐近稳定的．与其他模型降阶方法相比(如文献 

[3，4，8，10])，本文提出的方法运用简单 ．仿真结果 

表明由该方法得出的降阶模型具 有较小的近似 

误差 ． 
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