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摘要：研究时不变不确定离散广义系统具有完整性的鲁棒二次稳定问题．首先，给出不确定离散广义系统鲁 

棒二次稳定的充要条件．其次，利用广义代数Riccati不等式，设计状态反馈使得不确定离散广义系统鲁棒二次稳 

定．进一步，给出状态反馈设计方法，使得 确定离散『圳环广义系统在执行器正常以及部分出现故障情况下，都保 

持鲁棒二次稳定．即不确定广义系统具有完整性．同时，还讨论了所给的广义代数Riccati不等式的求解问题．最后 

给出数字例子来验证所给结果的有效性． 
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Abstract：In this paper，robust quadratic stabilization with integrity is explored for an uncertain time—invariant 

discrete—time descriptor system．Firstly，a sufficient and necessary condition for an uncertain discrete—time descriptor 

system to be robust quadratically stable is given．Then，in terms of generalized algebraic Riccati inequality，the state 

feedback is designed such that the resultant uncertain discrete-·time closed--loop descriptor system is robustly quadratically 

stable．Furtherm ore，attention is focused on the design of state feed back which guarantees the resultant uncertain discrete— 

time closed—loop descriptor system to be robustly qUadratically stable even when part of the actuators failure，i．e．the 

controlled descriptor system possesses integrity．Simultaneous，the problem of how to solve the generalized algebraic 

Riccati inequality is also discussed．Finally，a numerical example is provided to demonstrate the effectiveness of the 

proposed approach． 

Key words：integrity；quadratic stabilization；uncertain discrete—time descriptor system；actuator 

1 引言(Introduction) 

近年来，广义系统在电网、经济、航天和生物工 

程等领域得到了广泛的应用，并吸引了大量的学者 

从事这些方面的研究 l̈2 J．但无论是哪一种形式的 

广义系统，都会因为某些原因而使得系统元件不可 

避免地出现不同程度的故障．当故障发生后，系统可 

能不再满足一些给定的性能指标 ，甚至会不稳 

定．系统的完整性控制器设计是指设计同一个鲁棒 

控制器，使得系统在正常情况下和在出现故障情况 

下，该控制器都能使系统保持二次稳定或其它的良 

好性能．因此系统完整性控制器的设计问题具有重 

要的理论意义和实际应用价值 “ ． 

目前，人们对正常系统的完整性控制器设计做 

了大量的研究并取得许多成果【 ．但由于广义系统 
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与正常系统相比有较复杂的脉冲 J，这样广义系统 

的完整性控制器设计相对于正常系统复杂些 ]． 

文献[5，6]对连续广义系统完整性控制器设计问题 

作了一些研究，本文将对如何设计鲁棒控制器使带 

有不确定项的离散广义系统具有二次稳定完整性问 

题做探索性研究． 

2 系统的描述(System description) 

考虑时不变不确定离散广义系统 

Ex(t+1)=(／4+△ ) (t)， (1) 

这里 (t)EF_ 是系统的状态． 和／4是具有适当维 

数的常数矩阵，并且 rank E≤n． ∈ 是不确 

定项，具有的结构形式为 

=DFG．F EF_ {F ∈ ≤ ，}， 

(2) 

其中，D和c是具有适当维数的常数矩阵， 是满足 

式(2)的时不变矩阵． 

构造下面形式的广义 Lyapunov函数 

( (t))= (f)E VEx(t)， 

其中V∈ ，定义 

A( ) (Ex(t+1))一 (Ex(t))， 

则 

△( )=Xy(￡)((／l+△A) V(A+△，4)一EvVE)x(t)． 

另外假设 

A1) rank(E D)=rank E． 

定义1 不确定离散广义系统(1)是二次稳定 

的．如果存在可逆对称矩阵 I，和正实数 Ot使得下面 

的不等式 

A( )≤一Ot ll (t)ll ，V (t)∈ ， 。VE≥0． 

对任意满足式(2)的不确定项 △A成立． 

易知，当不确定离散广义系统(J)二次稳定时， 

该系统也是正则、渐近稳定且具有因果性．如果将不 

确定离散广义系统(1)改写成下面的形式 

Ex(t+1)=Ax(t)+Do)(t)， ，̈  

z(t)=Gx(t)， (t)=Fz(t)． 

从 到z的传递函数矩阵记为 

(z)=G(z —A) D． 

引理 118’ 对于不确定离散广义系统(1)，下 

面的命题等价： 

a)不确定离散广义系统(1)正则、渐近稳定、 

具有因果性且lI G(z —A)一D <1． 

b)存在可逆对称矩阵 满足不等式 

／4T(V。。一DD )’ A — T E+GTG <0． 

，一D VD > 0．E VE ≥ 0． 

引理 2_9 设矩阵 y， 和 Ⅳ具有适当维数， 

>0，不确定项 △满足 △≤ crl，则 y+ Ⅳ+ 

Ⅳ g <0成立的充要条件是存在 s>0满足 

l，+sMM +8-1。_， ’／v < 0
． 

引理 3【 矩阵对( ，／4)正则、渐近稳定且具 

有因果性的充要条件是存在可逆对称矩阵 使得 

／4 一 VE < 0．E VE ≥ 0． 

引理 4【io] 对于给定的r>0，下面的命题等价： 

i)矩阵A的特征值位于单位圆盘内(即A浙近 

稳定)且 

ll c(z，一／4) +Dll <r． 

ii)存在正定对称矩阵 P满足不等式 

／4 一尸+C C+(A。rP +C1’D)(r ，一 

P 一D D)一 (B PA+D C)<0． 

r ，一 P 一，J D > 0． 

3 二次稳定与二次能稳(Quadratic stability 

and quadratic stabilization) 

下面建立不确定离散广义系统(1)二次稳定与 

传递函数矩阵 T( )的H 范数之间的联系． 

定理 l 对于不确定离散广义系统(1)，当假设 

A1)成立时，下面的命题是等价的： 

i)不确定离散广义系统(1)是二次稳定的． 

ii)不确定离散广义系统(3)是正则、渐近稳 

定、具有因果性，且 

ll c(z —A)。。Dll <1． 

证 ii)==>i)．由引理 1，存在可逆对称矩阵 满 

足不等式 

AT(V_。一DD )’A— 。r似 +C C <0． 

S：= ，一 VD >0．E VE ≥ 0． 

因为 

A VDFG +C ≤ A VDS一 D VA +C F SFG， 

所以 

(A+DFG) (A+DFG)一 。VE = 

A ’’I 一E VE +A VDb’C + 

G 。rD +G ’ D VDFG ≤ 

A 一E VE +A VDS一 D VA + 

G F SFG +G D VDFG ： 

A l 一E VE +A VDS一 D VA + G F FG ≤ 

A I 一E1’VE +A ’VDS一’D VA +C G = 

A ( +VDS D V)A—E VE +G G． 

于是由矩阵求逆公式有 

(A+DFG) V(A+DFG)一E‘VE≤ 

AT(V_。一DDT)一 4 一 +G G <0． 

定义 
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= 一 ( (V～一DD )一。A—E VE+G G)， 

并用A (Ir／)表示 的最小特征值，则A ( )>0． 

于是 

(t)(( +DFG) V(A+DFG)一E VE)x(t)≤ 

一 A i ( )lI (t)ll ，V F∈． ． 

而且 VE≥0． 

所以不确定离散广义系统(1)是二次稳定的． 

i) ii)．由不确定离散广义系统(1)二次稳定 

知，存在可逆对称矩阵 使不等式 

( +DFG) v(a+DFG)一E VE<0，(4a) 

VE≥0 (4b) 

成立．根据假设A1)，存在足够小的常数 >0使得 

Ql：= I，+D VD >0． 

而且 

( +DFG) V(A+DFG)一E VE+ottG F FG<0． 

(5) 

令H+A 一 陋 一A vop?。D VA，于是式(5)等 

价于 

H=( TVD+GTFTQ1)Q (DT +Q1re)<0． 

利用 Schur补，上式又等价于 

[。 + 
于是 

【。 0 F U + l l+l I I I+ 【 一p J L Q】J 

0】F[G。]) 
由引理2知，上式成立等价于存在常数占>0使得 

G G 

，]<0． (6) 【 VA 
— Q1+ Q 一 

于是利用Schur补，式(6)等价于 

4一E +B-J G G + 

((Q 一占Q )～一Q )，J VA<0． 

由 

(Q 一占Qj)_。一Q =( -1，一Q，)_。， 

得到 

TVA—EVVE+B-1GTG+ TVD(e ，一Q1)-1DTVA= 

T(V_。一6DDT)一 A—ETVE+占一‘GTG<0． (7) 

这里6=(占～一 )-1．下面证明6>0．事实上，由 

式(6)有 
一 Q1+ Q <0， 

由于Q 是对称正定矩阵，故 

0>Q (一Q1+占Q )Q =一Q +占，， 

即 OL．，+D VD <占 ，，或 

6 ，=(B-[一 1)，>D VD≥0． 

因此有6>0成立．从而有 

( 一 ，一Q1)=占一 ，一 1，一D VD = 

6 ，一 VD >0． (8) 

由式(4b)(7)和式(8)，根据引理 1，不确定离散广 

义系统( ，A D，— Gl正则、渐近稳定、具有因果 、 4
占 

且 (zE-A 1’且口不确定离散广 

义系统 (3)正则、渐近稳定、具有因果性，且 

_l G(zE—A)一。D_l <,／i— 1 <1． 证毕． 

注 l 当E=，时，假设A1)自然成立，这时定理 1可 

以看作是不确定正常离散系统二次稳定结论的一个推广． 

对于不确定离散广义系统(1)，当考虑带有输 

入项时，则系统(1)可表示成如下的形式 

Ex(t+1)=( +△ ) (t)+Bu(t)． (9) 

这里 (t)∈ 是系统的输入，曰是具有适当维数 

的常数矩阵． 

定义2 不确定离散广义系统(9)称为状态反 

馈作用下二次能稳定的，如果存在状态反馈 

(t)= (t)， 

其中 K为反馈矩阵，使闭环广义系统 

Ex(t+1)=( +△ +BK) (t) (10) 

二次稳定． 

定理2 不确定离散广义系统(9)状态反馈作 

用下二次能稳定，如果存在可逆对称矩阵 和正实 

数 使得不等式 

p<0， (11) 

VE≥0 (12) 

成立．其中 

Q=A'rVA一 VE+A1'voo? D +G G一 03， 

(13a) 

， 】： ，一D > O， 

{02=占1，+ 旧+B VDO? D VB>0， (13b) 
tO =B M +B VDOi D VA

．  

此时，状态反馈 

(t)= (t)，K =一 。03． (14) 

证 根据定理l，只需证明存在可逆对称矩阵 

满足不等式 

( +BK) (V～一DD ) ( +BK)一 

E 陋 +G‘G <0， (15a) 
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，一D。VD >0
， (15b) 

VE≥0． (15c) 

由于 

(A 4-BK) ’(V。。一DDT)。。(A 4-BK)一ETVE 4- G= 

(A 4-BK) V(A 4-BK)一E VE 4- 

(4 4-BK) VDO? D V(A 4-BK)4-G G≤ 

A 4一E E+A VDO； D VA 4- 

G G 4-KvO 4- K 4-KvO，K = 

Q 4-(K+oi 03) 02(K+oi 03)． 

将式(14)代入上式得到 

( 4-BK) (V一一DD ) (A 4-BK)一 

陋 +G G≤ Q<0． 

故式(15a)成立，又式(15b)(15c)显然成立． 

于是定理2得证． 证毕． 

4 完整性鲁棒二次稳定(Robust quadratic 

stabilization with integrity) 

下面讨论不确定离散广义系统执行器出现故障 

时系统状态反馈下二次能稳定问题．对于执行器可 

能发生故障的情形，引入表示执行器故障的切换矩 

阵 

L=diag(ZJ，Z2，⋯，Z )， 

其中，Z ∈[0，1]．当Z =1时，表示第 个执行器正 

常；当Z =0时，表示第 个执行器完全失效；当Z ∈ 

(0，1)时，表示第 i个执行器存在着一定程度的故 

障， =1，2，⋯， ．于是有 

Ex(t 4-1)=(A+△A) (t)4-BLKx(t)．(16) 

注 2 切换矩阵L中的元素f E[0，1]是用于描述第i 

个执行器的故障程度，f_1，2，⋯，m．譬如：如果 1 =0．5，则 

表示信号通过第i个执行器后强度减为50％．在系统状态反 

馈设计中，切换矩阵L=diag(f ，f2，⋯，f )是不确定矩阵．然 

而系统执行器的每一情形，都对应着一个确定的切换矩阵 

L 对于有m个执行器的离散广义系统(16)，本文将讨论它 

在任意一种故障情形下，都具有完整性的控制器设计问题． 

当然，如果这m个执行器都完全失效，即L=0，意味着闭环 

广义系统(16)中没有任何反馈信号，此时的闭环系统实际 

上是开环，因此这种极端的情形，本文将不考虑． 

定理 3 故障状态下的不确定离散广义系统 

(16)在状态反馈(14)作用下二次能稳定．如果存 

在可逆对称矩阵 和正实数 ， 满足不等式 

02< o，<H1， (17a) 

BoQBo。<0， (17b) 

VE≥0． (17c) 

这里矩阵Q和矩阵0 (i=1，2，3)分别满足式(13a) 

和式(13b)，并且 
= (D。QBo )(BoQ酣 ) (Bo~QDT)一D。QDo"， 

Do=(B B )一丁1 B 
，Bo=(oi 03) ． 

其中，矩阵B 行满秩，矩阵B。列满秩，矩阵Bo=B。B · 

B 表示 BI的 Moore-Penrose逆．矩阵 B 的行是由 

核空问的一组基向量构成(这样就有 B。=0 

且 >0)． 

证 由于 

(A+BtX) (V- 一DD )。。(A+BLK)一E VE+ G= 

(A+BLK) V(A+BLK)一E VE+ 

( +BLK) VDO? D V(A+BLK)+ ≤ 

A 4一E E+ATVDO? D。rVA+G G+ 

K +Oa
3

'

LK +KTLo
，LK = 

Q+( K+oi 03) 02( K+ i 03)． (18) 

将式(14)代入式(18)，则 

(A+BLK) (V一一DD ) (A+BLK)一ETVE+ G≤ 

Q+( ) (，一L)02(I一 )( 03)=Q+BoXBy． 

其中 ：(，一L)O (，一 )，取T：『 ?1，有 L B 

T(Q+Bo )T = 

L

DoQDVo +DoBo删  

由式(17a)知 

02=G1+B 阳 +B VDO? D ’VB <Go，， 

= (，一L)02(，一L)≤Go(，一L) ≤GoL 

因此 

DoQD +DoBoXBoD 一 

(D。QB )(B QB ) (B(；LQD ’)≤ 

D。QD +(B B )一寺B (Go，)B (B B )一言一 

(D。QB )(B QBo )。。(B QDv)=GO，一 ，． 

又由式(17a)有 

DoQD +DnB0船 0T 一 

(D。QBo’’)(BoQBo ’)(B QD )<0． (19) 

由式(17b)(19)，利用 Schur补有 

Q+BoXB <0，即 

( + K) (I，_ 一DD' ) (A+BLK)一 VE+ G<0． 

因此故障状态下的不确定离散广义系统(16)在状 

态反馈(14)作用下二次能稳定． 

注 3 定理3中，若式(17)成立，这时必有Q<O． 

注 4 由于不等式(17)不依赖于切换矩阵L．这样， 

对于不确定离散广义系统(9)的任一种故障情形，只要存在 

上 J O 

D 
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8。，8 满足不等式(17)．则不确定离散广义系统(9) 

在状态反馈(14)作用下二次能稳定．当系统出现故 

障时，该状态反馈仍能使故障情况下的不确定离散 

(9)具有完整性鲁棒二次稳定． 

5 例子(Example) 

例 考虑一个3阶不确定离散广义系统，其系 

『_1 0 0] 『_1-000 0·2000] 

【_0 0 0J 【_0
． 3000 0．0iooJ 

厂 i．1000 0，5000 0 ] 

A=l一0．2000 —0．9000 0．4000 l， 

1．0000 0．8000 —2．000 

D=[2．000 0．4000 0] ， 

G=[0．1000 0．1500 1．0000]． 

通过计算易知，所给的离散广义系统不稳定(特征 

根分别为 。=1．1； 2=1．076)．解不等式(17a) 

8o = 1．4 > 0，81= 1．14 >0， 

厂1．2000 1．0000 0．5000] 

V=l 1．0000 2．0000 0 l 

0，5000 0 —1 0000 

，  r1．3247 0．4575 —1．54761 
A = l 1． 

0．5078 0．2775 —0．6297 J 

于是对于执行器切换矩阵L=diag(z．，f )，f ，f ∈ 

[0 1]，且z 与f 不同时为0，以及满足式(2)的不 

((A+DFG+BLK) V(A+DFG+BLK)一 VE)≤ 

Q+ o曰。 ≤一0．2424I3． 

其中，3表示3阶单位矩阵．取od=0．2424，这样就有 

VE≥0，A( )≤一Od ll x(t)ll ，V (￡)∈ 

成立．因此该系统具有完整性鲁棒二次稳定． 

6 结论(Conclusion) 

本文讨论了不确定时不变离散广义系统在状态 

反馈作用下的闭环系统具有完整性的鲁棒二次稳定 

问题，给出了系统具有完整性的鲁棒二次稳定的充 

分条件．最后用例子来验证了此方法的有效性． 
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