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摘要：首先分别在折扣代价与平均代价性能准则下，讨论了一类半Markov决策问题．基于性能势方法，导出 

了由最优平稳策略所满足的最优性方程．然后讨论了两种模型之间的关系，表明了平均模型的有关结论，可以通过 

对折扣模型相应结论取折扣因子趋于零时的极限来得到． 
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Abstract：The semi—Markov decision problems ale discussed for discounted —cost and average-cost performance 

criteria，respectively．Based on a potential approach，the optimality equations satisfied by the optimal stationary policies 

are derived ．Then the relation between the discounted  model and average model is studied．It shows that the related  

conclusions for the average model can be obtained by taking the limits of results about the discounted model as the 

discounted factor tends to zero． 
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1 引言(Introduction) 

在 Markov决策过程(MDP)的研究中，就准则 

函数来说，我们考虑最多的是两种性能准则，即折扣 

准则和平均准则．也即我们通常所说的折扣模型和 

平均模型．目前对这两种模型的研究文献非常之 

多  ̈ ．在一些文献[5，7]中，也对这两种模型之间 

的关 系进 行 了研究．而对 半 Markov决 策过程 

(SMDP)两种模型之间关系的研究，相应的文献较 

少，文献[8]讨论了两种模型之间的联系． 

本文首先基于 Poisson方程，研究一类具有有限 

状态空间的半 Markov决策问题．我们定义一个矩 

阵，该矩阵可以作为一个Markov过程的无穷小矩 

阵，并给出了该矩阵的一些性质．通过这个矩阵，我 

们对一个 SMDP引入 Poisson方程，并根据这个方 

程，定义Ot一势与性能势．然后分别在折扣代价与平 

均代价性能准则下，导出由最优平稳策略所满足的 

最优性方程．最后研究了两种模型之间的关系，并表 

明平均模型的有关结论，可以通过对折扣模型相应 

结论取折扣因子趋于零时的极限来得到． 

本文实际上发展了文献[7]中所运用的方法． 

文献[7]通过一个矩阵 给出了最优性方程和策略 

迭代算法．事实上，这个矩阵就是本文中的矩阵Q ． 

在策略迭代中，这个矩阵的物理意义不是太清楚．而 

本文是通过矩阵A 给出最优性方程，这个矩阵A 可 

以作为一个Markov过程的无穷小矩阵，因此其物 

理意义非常清楚．我们通过两个引理给出了矩阵A 

的一些性质．在引理1的证明中，我们通过运用文献 

[9]中的一个定理，直接导出了pA=0的结果．这比 

文献[8]的相应处理要简单得多．引理2表明了具有 

无穷小矩阵4 的Markov过程是不可约和正常返的， 

因此这个 Markov过程具有唯一严格正的稳态分布． 

而此点在本文式(42)的推导中起着重要作用． 
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由于本文定义的一些基本量，如折扣性能，Ot一势等， 

与文献[8]中的定义有些不同，并且在处理方法上 

也有不小的差别，故本文对两种模型之问关系的讨 

论与文献[8]相比也有较大的差异+ 

2 折 扣 性 能 准 则 与 平 均 性 能 准 则 

(Discounted performance criteria and 

average performance criteria) 

考虑一个半Markov过程Y：{ ；t≥0f，它有 
一 个有限状态空间 = {1，2，⋯， }．设D为一个 

行动空间，D(i)C D是状态i的容许行动集．设对任 

意的 i E ，D(i)非空．置X={X ；n≥0}是 l，的 

嵌入Markov链，0=To<T．<⋯是相继的状态转 

移时刻，则( ，T)={ ， ；n≥0}是一个具有状 

态空间 的Markov更新过程．记 =( (1)， (2)， 
⋯

， ( ))为一个平稳策略，并令 是全体平稳策 

略集．在策略 下，y的半 Markov核是 QfJ(t)= 

[Q( ， ， (i)，t)]．这里Q(i,j， (i)，t)=P{X = 

， +。一 ≤t I X =i， (i)}不依赖于n．设在任意 

策略／3 E 下，相应的 l，是不可约和非周期的，因而 

也是正常返的L9 J．于是，y存在唯一的稳态分布P = 

P (1)，P (2)，⋯，P ( ))>0，嵌入Markov链 也 

存在唯一的稳态分布 仃 =(仃 (1)，仃 (2)，⋯， 

仃 (Ji}))>0．这里，一个向量g>0是指它的每个分 

量g(i)>0，此时我们也称g是严格正的．令 

h(i， (i)，t)=1一> Q(i√， ( )，t)， (1) 
』 

h (t)=(h(1， (1)，t)，h(2， (2)，t)，⋯， 

h( ， ( )，t)) ． (2) 

则有 

h (t)=(，一Q (t))e． (3) 

这里 e=(1，1，⋯，1) ，“丁”表示转置 设／是一个 

依赖于策略 的性能函数，且对每一个 i∈ ， 

i，·)：D( )— (一∞，+∞)，t己厂 =( 1， (1))， 

2，／3(2))，⋯， ， ( ))) ． 

我们称(y， ，D，Q”(t)，f )为一个约束在平 

稳策略集 上的 SMDP．Y的无限水平折扣性能准 

则是 

硫( )=E{ e一 ， ( )) 1 Yo= )，⋯ 
i E ， ∈ ． 

这里 >0是一个折扣因子．平均性能准则是 

=  

1  
， ( ))d )， ∈ ．(5) 

由于y遍历，故 =p “ ． 

在一个代价模型的SMDP问题中，优化的目标 

是选择一个策略 ∈ ，使得 (i)对每一个i E 

达到最小(折扣模型)或 达到最小(平均模 

型)，我们一般称这个策略 为最优平稳策略． 

3 一势与性能势 ( 一potential and perfor— 

mance potentia1) 

为了简化记号，我们暂时省略上标“ ”．对Ot≥ 

0，令 

Q = e一 Q(d )，h。= +~e-at (￡)d￡．(6) 

注意到 Q(0)=0，则 

Q。=P=[P(i√)]， ⋯  

h =(m(1)，m(2)，⋯，rrt( )) ． 

这里，P(i， )=P{X川 = 1X =i}是嵌入Markov 

链 的转移概率；m( )=f” ( ， )dt是过程Y在 

状态 i的平均逗留时间．从式(3)有 

ah。=(，一Q )e． (8) 

对 ot≥0定义 

A =al一 (，一Q )， (9) 

其中 =diag(h。(1)，h。(2)，⋯，h。( ))．记 

P =aH +Q。，A = ，则 易知 P 是一 个 

Markov矩阵．从而 又可表为 

A =A (P 一，)． (10) 

特别当Ot=0时，我们省略下标“0”，则 

A=A(P一，)． (11) 

因此，A =[ (i， )]可以作为一个Markov过程的 

无穷小矩阵．下面我们来对矩阵 的性质作一些研 

究．为此，考虑状态空间 上的一个 Markov过程 

X。={X ； ≥0}，它具有无穷小矩阵 ．首先我们 

有下列引理． 

引理1 Markov过程 存在唯一的稳态分布， 

且这个稳态分布就是半M~kov过程y的稳态分布P． 

证 由于嵌入Markov链 不可约，故其转移矩 

阵 P不可约，因此 Markov过程 也不可约．而状态 

空间 有限，故其也是正常返的．于是，Markov过程 

存在唯一的严格正的稳态分布，它是方程xA=0， 

e=l的唯一严格正解 若记r，= 仃U)m(，)= 。， 

则由文献[9]中定理10．5．22可知 

P( )：巫 
， i∈ ， (12) 

或用矩阵形式表为 

p以 ： 7『，． (13) 
r， 

注意到 仃P=仃，则有 

p ：pA(P一，)：1仃(P
一 ，)：0． (14) 

r， 
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故P就是Markov过程 的唯一稳态分布， 

引理 2 对任意的 ≥0，方程 

xA =0，xe=1 (15) 

存在唯一的严格正解P ． 

证 当ot=0时，由引理1即得结论．当ot>0 

时，显然我们只要证明矩阵P =[P (iJ)]不可约即 

可．为此，我们先来证明：当 ≠ 时，如果P (i J)= 

Q (i,j)=0，则P( √)=0；反之，如果P(i,j)=0，则 

( ， )=Q (i√)=0．事实上，由于Q( J，t)是t的 

不减函数，故其在[0，+∞)上关于t几乎处处可微， 

且Q ( √，t)≥0在[0，+∞)上几乎处处成立．如果 

e Q ( ， ，￡)d￡=Q ( √)=0，贝9 Q (ij，￡)=0 

在[0，+∞]上几乎处处成立．于是，P( √) 

f Q ( √，t)dt=0．反过来，显然亦成立．因此，矩阵 

P与矩阵P 的不可约性相同．而P不可约，故P 也不 

可约． 

对ot>0，令 

= e P(￡)dt， (16) 

这里，P(t)=[Pl(i， )]，Pf( ， )=P{ = I Yo=i}． 

则从文献[9]，我们易得 

= (od—A )～． (17) 

注意到A e=0，则当 >0时，易见 

( ，一 )一e= 。_． (18) 

现在再加上上标“73”，根据式(4)，有 

叼 fo~ at Z p J)f(J， ( )) 
(19) 

若记叼：=(叼：(1)，叼 (2)，⋯叼：(k)) ，贝0 

叼：=( ，一A )一 ． (20) 

对任意的 ∈n， ≥0我们定义 SMDP的折扣 

Poisson方程为 

( ，_A⋯V＼ v= ． (21) 

这里 是方程(15)(在策略 下)的唯一解．当 =0 

时，方程(21)变为平均Poisson方程 

A g =一／ + ，7”． (22) 

而其解g 称为性能势，它不是唯一的． 

当 >0， ∈ 时，由于矩阵( ，一A：)可逆， 

故方程(21)存在唯一解g：，我们称 为 一势．由 

式(18)(20)及(21)，可得 

叼：=g v+ ． (23) 
“  1 十 “ 

4 最优性方程(Optimality equations) 

我们将分别导出SMDP在两种性能准则下的 

最优性方程．先考虑折扣代价模型，以下设 >0，则 

容易得到下列引理． 

引理 3 对任意的 ， ∈n ，有 

叼a一叼a = 

( ，一A：) [(／ ‘+A g：)一( +A vgv r)]．(24) 
注意引理3中的式(24)还有另外一种表现形式： 

叼 一叼：=( ，一A： ) [(／” +A v rg )一(／ +A：g )]． 

由于本文给出引理3是为了导出最优性方程(26)， 

因此采用式(24)的形式比较方便．如果是为了给出 

策略迭代算法，则采用上式是正确的． 

根据引理3，我们可以得到下列最优性定理． 

定理 1 ∈聪 是 SMDP(y， ，D，Q (t)， 

／ )在折扣代价准则下的一个最优平稳策略的充分 

必要条件为 

／ +A：’g： ≤f +AV 。v ， ∈ ． (25) 

从定理1，我们可以直接获得最优性方程． 

定理 2 ∈ 是 SMDP(y， ，D，Q (t)， 

／ )在折扣代价准则下的一个最优平稳策略的充分 

必要条件是其满足方程 

0=in {f +A：g： 一 叼： }． (26) 

方程(26)称为SMDP基于 一势的折扣代价最 

优性方程．下面我们考虑平均代价模型．根据引理 1 

可知，SMDP(Y， ，D，Q (t)，f )与 MDP(so， 

， D，A ，／ )，在平均性能准则下是等价的．故我 

们不难得到下面的几个结论． 

引理4 对任意的 ， ∈ ，我们有 

叼 一"11 =P (／ ‘+AV'g )一(／ +A g )]． 

(27) 

定理 3 ∈蛆 是 SMDP(Y， ，D，Q (t)， 

／ )在平均代价准则下的一个最优平稳策略的充分 

必要条件为 

_尸 +A g ≤f +A g ， ∈以． (28) 

定理 4 ∈ 是 SMDP(Y， ，D，Q (t)， 

．
厂 )在平均代价准则下的一个最优平稳策略的充分 

必要条件是其满足方程 

0：i {f +AVg 一erl }． (29) 

方程(29)称为 SMDP基于性能势的平均代价最优 

性方程． 

5 两种模型之间的关系(Relations between 

two models) 

为了简化记号，我们仍然暂时省略上标“ ”．首 

先我们有下列引理． 
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定理5 对任意的 ≥0，矩阵( ，一A +印 ) 

可逆．且当 >0时，有 

( ，一A + =( ，一 ～一 ． 

(3O) 

由Q(t)，Q 及 h 的定义易知 

lim Q =Qo=P，limh =ho． (31) 
a— Tv ·v 

故有 

lim A =A． (32) 

在式(21)两边左乘P 并注意到p A =0， 

P e=1，则有 

=  ． (33) 

故折扣Poisson方程(21)又可写为 

( ，一A +ep )g =f． (34) 

由引理5可知，对任意的 ≥0，方程(34)存在唯一解 

g =( ，一A +ep。)一 ． (35) 

特别当 =0时，其解 go=(一A+印)一 是平均 

Poisson方程(22)的一个解．而方程(22)的一切解 

可表为g=go+卢e，卢是任意实数． 

此外，我们不难证明 

lim P =P． (36) 

事实上，若记1i sup P = ，liminfp =p，则我们有 
0 十U ( —，T 

=0， =1；PA=0，pe=1． (37) 

由于方程pA=0，pe=1仅有唯一解P，故必有 = =P． 

由式(32)(36)，可知 

li ( ，一A +ep )～ =(一A+ep)～．(38) 

故有 

lim g =g0． (39) 

以下，简记 gb为g．在式(23)两边同乘 ，并令 

+0，则有 

li 叼 =。叼． (4O) 

又在式(3O)两边同乘 ，并令口_++0，则得 

lim a(al—A )～ =ep． (41) 

现在我们再加上上标“ ”．在式(24)两边同乘 

， 并令 一+0，则对任意的 ， ∈ ，我们有 

P(rl 一rl )=ep”[(f +AV'g )一(／ + g )]． 

(42) 

上式两边左乘P ，即得式(27)．故对平均代价模型， 

我们可以直接利用折扣代价模型，通过对折扣因子 

取趋于零时的极限，来得到有关的结果． 

6 结论(Conclusion) 

我们研究了一类有限半Markov决策过程在两 

种性能准则下的最优性方程．通过定义一个无穷小 

矩阵，对一个SMDP引入Poisson方程，并定义 一势 

与性能势．然后分别在折扣代价与平均代价性能准 

则下，导出由最优平稳策略所满足的最优性方程．最 

后研究了两种模型之间的关系，并表明了平均模型 

的有关结论，可以通过对折扣模型相应结论取折扣 

因子趋于零时的极限来得到．由于MDP为 sMDP 

的一种特殊情况，故本文的结论可以直接应用于具 

有有限状态的MDP．这些结果可直接用来研究半 

Markov型系统的控制与优化问题． 
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