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摘要：研究了含有未知时变参数和有界干扰的单输入单输出线性时变系统的鲁棒控制问题．系统时变参数只 

要求光滑有界而不限制为慢时变或参数上界已知．利用时变的状态变换得到新的动态系统，基于Backstepping方 

法，设计出一种非线性鲁棒控制器．通过适当选择控制器参数，可以保证闭环系统是全局渐近稳定的．仿真例子表 

明了算法的有效性． 
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Abstract：The problem of robust control is considered for single—input single—output linear time-varying systems 

with unknown time—varying parameters and bounded disturbances．Here the system parameters are only required to be 

smooth and bounded without the assumption of parameters to be slowly varying or to have known bounds．By means of 

the global change of coordinates with time-varying param eters，a new dynamic system is obtained to develop the 

controller design strategy．Based on the backstepping approach，a nonlinear robust controller is proposed．By the proper 

choice of the controller parameters，the global stability of closed—loop system is guaran teed．A simulation example is 

given to illustrate the effectiveness of the proposed algorithm． 

Key words：linear time-varying systems；nonlinear robust controller：backstepping method 

1 引言(Introduction) 

自适应技术可以解决参数不确定线性定常系统 

的控制器设计问题．对于线性时不变单输入单输出 

系统，文献[1，2]给出了自适应控制器设计算法，实 

现了对有界参考信号的渐近跟踪．其条件是要求系 

统参数未知但定常，无干扰，最小相位的，其相对阶， 

高频增益的符号及系统的阶的上界都是已知的．对 

具有外部干扰和未建模动态的鲁棒自适应算法也有 

许多研究 ，这些算法可保证在有界干扰和未建 

模动态出现时闭环系统的稳定性，并且当干扰为零 

时可实现渐近跟踪．实际系统中很多未知参数是时 

变的，处理时变参数的自适应算法得到很多研 

究 卜 J．在慢时变的条件下，当系统参数变化逐渐 

消失时，自适应算法可以保证闭环信号的有界性和 

渐近跟踪的性能，并能提高跟踪误差的暂态特性． 

基于Backstepping的递推设计方法可以有效地 

处理具 有特殊 形式 的非 线性 系统 和 时变 系 

统_8 J．本文在没有假设系统参数是慢时变或参数 

的界已知的条件下，利用 Backstepping的递推方法 

来设计非线性鲁棒控制器．控制器的设计中，应用类 

似文献[11]处理不确定非完整系统的方法，不需要 

辨识系统的时变参数．所设计的非线性鲁棒控制器 

保证闭环系统所有信号的有界性．当系统的干扰 

d(t)E nL 时，可以达到系统的动态渐近调节的 
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其 =【 _『1 o．．-0]． 

f - t， 一 ‘￡ h (2) 

=『{‘童 一呈一 ] +『；]M垒 +6n“， 

=A +bztt，Y=C ， (4) 

这里 b (t)∈ 的第一个分量b (t)=1．将系统 

(4)作如下变换进而得到 

Y= I， f= 一 1( ) I，1≤ ≤n一1，(5) 

夕= l+b (t)Y+b。(t) l+al(t)y+dl(t)， 

1=7=F(t) +卢(t)y+d(t)， (6) 

=A +bztt． 

其中 

r—b (t) l 0 ⋯ 0] 

l—b (t) 0 1 ⋯ 0 l 

F(t)=I ；l， 

l_6 一1(t) 0 0 ⋯ 1 I 
L— (t) 0 0 ⋯ 0-J 

rd2(t)一b (t)d (t)] 

(f) 0 f)di(f l， l i l 
Ld (t)一b (t)d．(t)J 

『 (￡)一( ) (￡)一 (￡)+aAt)一 (￡)0。(￡)] 

l (￡)一 (￡)6{(￡)一 (￡)+a3(￡)一 (￡)0。(￡)l l 
： l 

卢(￡)=l ’ ． I． I 
6 (￡)一 一l(￡)b (￡)一 (t)+0 (￡)一I 

f (t)a1(f)一6：(f)6 (f)一b：(￡)+ f 
L a (t)一b：(t)al(t) J 

对系统(6)，当d(t)=0时，该系统的零动态为1=7= 

F(t) ．因为(3)中的 是 Hurwitz矩阵，变换(2) 

的系数是有界的，所以当d(t)=0时，系统(1)的 

零动态和系统(6)的零动态的稳定性相同．故零动 

态句=F(t) 也是指数稳定的． 

3 控制器设计(Controller design) 

下面针对系统(6)利用 Backstepping方法设计 

非线性鲁棒控制器．根据系统(1)的假设条件， 

b (t)，b。(t)，a (t)，F(t)，卢(t)光滑有界．‘由d(t) 

的定义可知d (t)，d (t)(i=1，⋯，n一1)属于 空 

间．对系统(6)作变换 

o=Y， = 一 一1，1≤i≤P一1， (7) 

其中 (t)(i=0，1，⋯，P一2)是中间控制函数，将 

在下面定义．由系统(6)和变换(7)得 

0= l+bp(t) l+bl(￡) o+dl(t)， (8) 

其中b (t)=b (t)+a (t)是光滑有界的函数．因 

为系统 (6)的零动态是指数稳定的，故存在 

Lyapunov函数 ( )=,1TQn，使得 ( )沿 1=7= 
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F(t) 满足 

U ≤ 一r／'"Dr／
， (9) 

其中D是正定矩阵．取第一个Lyapunov函数为 

： +÷'7 Q'7． (10) 

沿式(8)的时间导数为 

=  ['71+b (t)( 。+Oto)+bl(￡) + 

dI(￡)]+'7 QF(t)rl+'7 (￡)y+'7 Qd(t)． 

因为 F(t)是指数稳定 的，由式 (9)可得到 

rlTQr(￡)'7≤一k，l1'7 l1 ，其中k 为某正数．由于上 

式中的时变系数均有界，故存在正数k。 (i=1，⋯， 

9)使得 

≤|j}o1叼 +ko2 +bp(￡) +bp(￡) + 

bp(￡) 0 +b1(￡) +ko3d (￡)+|j}o4 一 

k ll'7 ll +|j}06 +ko7 ll'7 ll。+ 

ko8 ll d(t)ll +|j}09 ll'7 ll ， 

这里k。 >0(i=1，⋯，9)，满足zo'71≤kol'7 +‰ ， 

取k。 适当小．同样使k∞，k∞适当小，以满足k。 +k们 

+k09<k ．取 

Ot。=一|j}o ， (11) 

其中k。是适当大的正数．代入 得 

Vo≤一|j}ot考o2一Po ll'7 ll +bp(￡) +|j}od ll d(￡)ll ， 

(12) 

其中k ，P。，k叫是适当的正数． 
一 般地，对第 +1个变量基(t)(2≤i≤P一2)， 

其中 

Ot 
～

l=一ki
_ l 一1， =or。一 一1，2≤i≤P一2．(13) 

取Lyapunov函数vi=÷ ，中间控制函数为 

Ot =一|j} ，可得至0 

≤ 

|j} +|j} '7j+ki,o~+⋯+|j} 1 l+ 

k 
．d ll d(￡)ll + 2+1+ f ≤ 

一 k'
⋯
f +|j} 

． 

'7 +ki
,

o + ⋯ + 

kij
- l 一l+k ll d(￡)ll + 1． 

其中k 如前面第1、第2步等一样在加强不等式时 

适当选取的正数． 

k：：k —k。。 ，k1 +⋯ +ki． <Po， 

kl0+⋯ +k < ， 

∑ <k'h(h=l，⋯， 一1)． 
1 

对最后的P一1步，取控制律 

u =一kp
一 1 一l， kp一1 kp (14) 

取Lyapunov函数 一1=寺 一l得 

一  ≤ 一 一 一 + -1
,rt
T~ +kp 。 + +⋯ + 

kp—I． 一2 一2+k
p一 ，d ll d(￡)ll + 一。u≤ 

一  

：一 一 +kp-1,rl'O +kp-1,o~ + ， +⋯+ 
kp_1． 

一 2+kp_l1d II d(￡)ll ， (15) 

k
p

t

一

1= kp
一 1 一 kp—I，p一1， k1 + ⋯ +kp

- 1．r~<Po， (16) 

klo+⋯ +kp_1．o< k ， 

p一1 

∑ <|j} (h=1，⋯，P—1)． (17) 

下面进行稳定性分析．对于整个闭环系统，取 

Lyapunov函数 

V(t)=vo(t)+ 1(t)+⋯ + 一。(t)． 

由前面各 的形式得 

(t)≤ 
p一1 p—l 

一 (|j} 一∑ ) 一(|j} 一∑ ) ⋯·一 
J 1 J=1 

p一1 p一1 

(‰ 一∑ ) 一 一(pn一∑ ) II + 
J=1 J 1 

p一1 

∑ ll d(f)lI ， (18) 

为方便起见记 
P一1 p一1 p一1 

=  ：一∑ ，P=P。一∑ ，M=∑ ． 

因为k ，k ，⋯，|j} ．．，P。是充分大的正常数并满足不 

等式(16)(17)，则有 

(t)≤一(|j} +|j} +⋯ + 

kt t 
一 1)+M ll d(t) (19) 

对式(19)两边从[t。，∞]取积分 

』 ( )d ≤ ． 

P一1 

一  后 ( )d + ) d ·(20) 

由d(￡)∈L2即 ll d( )ll d <∞，可推出 (￡)是 

有界的，以及 ∈L2 n L ， ∈L (i=0，1，⋯，P一 

1)，Ot ∈L ，or ∈L ，u∈L2 n L ．所以lira (t)= 

0，(i=0，1，⋯，P一1)，lira Ot (t)=0，(i=0，1，⋯， 

P一2)，并根据控制律的定义(14)知lira u(t)=0．进 

而得到limtr (t)=0，(i=1，⋯，P一1)，limy(t)=0． 

由此可得系统(6)是全局渐近稳定的． 

由(A ，C )完全可观测，取向量 使得A 一 
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c 是Hurwitz矩阵，把系统(1)写成 

f =(A 一 C )戈+口(t)Y+b(t) + )，+d(t)， 

Iy：c 

取Lyapunov函数U=X,TGx，其中(A 一K C ) G+ 

G(Ac—KcC )=一．s，S，G为正定矩阵．求导得 

· (t)=一xrSx+2x G(a(t)+Kc)Y(t)+ 

2x Gb(t)u( )+2x Gd( )． 

因a(t)，b(t)都是有界的，则存在正数 f (i=1，2， 

(t)≤一2l +12y ( )+lsu (t)+14 ll d(t) 

由前面的推导知y(t)∈ ，u(t)∈ ，且 ll d( )ll∈ 

类似(19)，(20)的分析可得系统(1)的输入 

u(t)，状态 (t)，输出Y(t)收敛到零，且Y(t)∈L：， 

(t)∈L2， ( )∈L：．以上分析综合成下面定理 

制律为(14)，通过适当选取正数 k (i=0，1，⋯， 

P一1)，闭环系统是全局渐近稳定的，且 Y(t)∈L：， 

4 仿真例子(Simulation example) 

[ ]=[量 三][ ]+[口， 0 ] + 
0

， 

] 
Y=[1 0 ol l 2 1． 

其中口3(t)=一COS t，b3(t)=2+sin t，d3(t)= 

句=卢(t)Y+厂(t) +d(t)， 

1 = 一 l + U ， 

- ．

一 6—6 sint 

一

t COSt COSt sint
]， ‘ L

一 一  一 sj + + 

厂( )=【一 (2

-

+

(3 

in

+ si

—

n 

c

t)

。。 ) ]， 

[1／(⋯0：)]． 
利用本文设计思想，求得u=一kok Y—Ii}l l，(k。= 

2．5，后。=100)，保证系统输出Y(t)，状态 (≠)及控 

制律 u(t)均趋于零，即闭环系统是全局渐近稳定 

的．图1至图3分别给出系统状态，输出以及控制律 

的变化曲线． 

图1 系统状态 (￡)变化曲线 

Fig．1 Curves of system states 

图2 系统输出Y(t)变化曲线 

Fig 2 Output signal Y(t)of the system 

图3 控制律“(￡)变化曲线 

Fig．3 Curve of control signal u(￡) 

5 结论(Conclusion) 

对于具有干扰的单输入单输出线性时变系统， 

在没有系统参数是慢时变的假设下，本文给出了一 
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种新的控制器设计方案．这种基于Backstepping方 

法设计出来的非线性鲁棒控制器可以保证闭环系统 

所有信号的有界性和闭环系统的渐近稳定性．此外， 

当外界干扰d(t)E L AL 时，它对调节误差的影响 

可逐渐衰减，从而实现系统输出达到调整的目的．本 

文对利用状态方程(1)描述的线性时变系统提出的 

非线性鲁棒控制方案，也能用来处理文献[9]中的 

直流电机的线性时变系统的模型以及文献[1O]中 

利用线性时变微分算子描述的系统． 
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