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相互作用的量子系统模型及其物理控制过程 
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(中国科学技术大学 自动化系，安徽合肥230027) 

摘要：在充分考虑量子系统中粒子之问的相互作用以及可能需要的几何控制的基础上，建立了一个变量在李 

群的SU(4)上变化的、两个具有相互作用的自旋 1／2粒子系统的数学模型．详细地描述了对具有相互作用的量子 

系统的物理控制过程．为进一步对量子系统有关的可控性、操纵以及反馈控制做好了准备工作． 
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Quantum system model of interaction quantum system and its 

physical control procedure 

CONG Shuang 

(Depamnent of Automation，University of Science and Technology of China，Hefei Anhui 230027，China) 

Abstract：Based on the interation between particles of quantum system and the possible geometric control to be 

applied，a mathematical model of two spin 1／2 particle system with interaction is built，whose variables are varying in 

the Lie groups of SU(4)．The physical control procedure of the quantum system with interaction is described in detail． 

This work is a preparation for further research on controllability，manipulation and feedback control of quantum system． 
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l 引言(Introduction) 

量子系统控制的一个主要目标就是量子系统状 

态的制备与操纵，尤其对量子光学和量子通讯中的 

量子系统的操纵，主要都是通过被控系统与粒子或 

围绕它的场的相互作用来实施的．系统控制总是建 

立在被控系统的模型基础之上的．当我们仅考虑由 

孤立的单个量子所组成的量子系统模型，实际上是 

在理想状况下，即在绝对零度的条件下才能获得的 

结果．该温度条件意味着与能级差异相比，温度非常 

小．当不满足此条件时，或在更一般的情况下，我们需 

要考虑建立粒子之间的相互作用下的量子系统模型． 

具有不为零角动量的最简单系统是自旋 1／2粒 

子．作为控制系统的被控对象，自旋 1／2量子系统有 

其自身独特的优越性．所以，有必要很好地研究自旋 

1／2系统．被研究的粒子通常还具有其他一些特性， 

如运动学能量，轨迹角动量等．不过，目前我们只集 

中在对粒子自旋特性的研究上．众所周知，对单个量 

子位状态的控制与操纵可以通过将被控系统处于 
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轴正向指向的定常均匀磁场中，人为施加一个外部 

的平行 一Y平面的旋转控制磁场并使其与原磁场频 

率共振一个时问长度来达到．实际上，在对系统的控 

制过程中，是存在着非共振因素的影响的，即不是在 

理想的条件下，则无法确保所施加的脉冲一定只作 

用在所要控制的粒子上．所以有必要进一步研究两 

个相邻粒子之间的相互作用．本文首先考虑在所有 

的 ，Y和 3个方向磁场的作用下，两个自旋 1／2粒 

子之间的相互作用及其每一个自旋的自身作用，根 

据薛定谔方程建立其被控系统的数学模型． 

2 自旋 1／2系统相互作用 的哈密顿量 

(Hamilton of interaction of spin 1／2 

system) 

用来描述两个物质之问能量的相互作用的自旋 

矢量 ， 和 是海森伯格(Heisenberg)模型 

(能量)。c一 ， ， (1) 

其中．，>0为相互作用强度，是一个定常系数． 

当将式(1)限制在只取自旋矢量的 分量时，则 
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得到常用的Ising模型 

(能量) 一 ， (2) 

为了建立考虑两个相邻粒子之间的相互作用的 

量子系统的数学模型，众所周知，在t时刻量子力学 

系统的状态l ( ))的演化由薛定谔方程决定 

ih l )=H(t)l )， (3) 

其中，}l是普朗克常数； ： 一 是哈密顿算符，且 

H=H ．因此其本征值是实数． 

系统的哈密顿被假定为由未受扰动的(或内部 

的)哈密顿 与受微扰动的(或外部的)哈密顿 

( )之和的形式组成 

H(t)=Ho+日．(t)． (4) 

当考虑一般的海森伯格模型的相互作用时，两 

个自旋 1／2粒子系统内部未受扰动的哈密顿 为 

(为方便起见，令}l=1) 

= 一 ( l瓦 + 2瓦212 )一．， llkl2 ，(5) 

其中两粒子分别具有不同的回旋磁比(gyromagnetic 

ratios) l和 2；瓦 为一个定常磁场强度． 

在外加一个平行于 —Y平面的可控变化的圆形极 

化磁场的作用下，可得系统外部扰动的哈密顿 为 

日l(t)=一( l，l (t)+ l，l (t)+ 

212 “ (t)+ 2 “ (t))． (6) 

由此可以写出被控系统的总的哈密顿日为 

H(t)=Ho+日．(t)= 

一  ( l + 212 )“ (t)一 

( 1，lz+ 2 )瓦：一．， l,k ． (7) 

作为更一般情况的考虑：在一个可以对其进行 

控制的 方向磁场“：的作用下(定常磁场是其中的 
一

个特例)，此时式(7)可以写为： 

日(t)=一∑( + )“ (￡)一J∑ lzk．(8) 

式(8)中右端第 1项代表两粒子在外加磁场作 

用下随时间变化的相互作用；第 2项是两粒子之间 

的相互作用，为海森伯格模型，其形式为：al。 ， + 

6 ，2 +c ．当取a=0，6=0，C=J≠0时，则为 

Ising相互作用模型．对于．i}= ，Y， 有 

= 寺 0 1，12 =1，0÷ ， (9) 

lz = 0 ，̂ = ，y， ， (10) 

其中 ， = ，y，z为泡利矩阵 =(； )； ，= 

(：_0 )； =( 一0 )；1为2×2单位矩阵 

1：f o1． (11) 
0 1， 

3 薛定 谔方程与 系统模型 (Schr6dinger 

equation and system mode1) 

对于具有初始条件 l (0))的情况，可以得到 

薛定谔方程(3)的解l (t))为⋯： 

l tf，(t))= (t)l tf，(0))． (12) 

其中 ( )称为演化算符，它同样满足薛定谔方程． 

本文中所研究的自旋1／2粒子系统演化算符 的薛 

定谔方程可以写为 

= 一  (t)X， (13) 

其中H(t)由式(8)给出． 

我们考虑在所确定的4维希尔伯特空间中的基 

l 00)，l 01)，l l0)，l 11)．在这组基下，式(9)和 

(10)中所表示 的张积是 2×2算 符矩阵的 

Kronecker积(直乘)．通过直乘运算和相似变换可 

以将式(13)写成如下的形式： 

X = AJ]j『+ 瓶  + 施  + Xh
： ， (14) 

其中：A=iJ∑ lljz ；B =iy ( +r，2 )；百 = 

iy1(，h+r，2 )；B =iy1( +rlz )；r= 1／y2． 

矩阵 ，百 ，百 和 是4×4具有阵迹为零的斜 

厄米矩阵，即为 SU(4)中的矩阵．通过对式(14)中 

的参数进行坐标变换 ]： 

一  ； 
1 

0 

0 1 

一  0 

一 l 0 

一  0 

1 0 

0 一 

0 l 

并调整控制变量幅值，最终可使方程(14)的形式变为 

= AX + + + 
： ， (15) 

其中 

A：=diag(一3i，i，i，i)； 

B ：= 

B ： 

B￡： = 

0 0 0 一(r一1) 

0 0 r+1 0 

0 一(r+1) 0 0 

r— l 0 0 0 

0 0 一(r一1) 0 

0 0 0 一(，_+1) 

r一1 0 0 0 

0 r+ l 0 0 

0 一(r一1) 0 0 

，_一1 0 0 0 

0 0 0 r+1 

0 0 一(r+1) 0 
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式(15)就是在考虑了两个粒子之间的相互作 

用后，自旋 1／2粒子量子系统模型的具体表达形式． 

进而，当相互作用模型取Ising模型，即取式(14)中的 

= A。=iJ／．：厶 时，相似变换以后的矩阵A。为 

Al：=diag(一f，一f，f，f)． (16) 

在获得式(15)模型后，该量子系统的控制问题 

即可变为寻找控制函数u ，u 和u：来操纵状态演化 

矩阵 到在SU(4)上期望的值，为一个在李群上的 

操纵问题．大量有关经典力学上的几何控制的应用 

都可以帮助我们来解决有关量子系统的可控性以及 

操纵和反馈控制问题． 

4 相互作用量子 系统 的物理控制过 程 

(Physical control process of interaction 

quantum system) 

与周围很好隔离的、含有核自旋的原子(离子) 

的线性链状排列的固体是典型的相互作用量子系 

统．我们假定原子链与链之间的任何相互作用都可 

以忽略不计，考虑的重点放在同一链中最相邻的原 

子之间的相互作用．假定固体被置于一个沿 轴正 

向的均匀磁场中，那么每个原子的无相互作用的哈 

密顿量可以写为： =一),liB ， =一}i 0 ． 

假定现有一个链中含有 3种类型的原子核排列 

成ABCABCABC⋯．这3种类型的原子核均有相同的 

自旋，=1／2，不过它们都有着不同的运动．假定同 
一 链中自旋之间的相互作用(例如耦极子的相互作 

用)与外部磁场的相互作用相比较小，此时，我们仅 

考虑同一链中相邻原子之问盟部分的相互作用： 

2hJi
,
i+l， ，fI+l1 (Ising相互作用)．它改变了系统无相 

互作用的哈密顿量．此时整个系统的无外部磁场作 

用的哈密顿量为 

H=一}i> ( +2J +l， ，“+1)：)． (17) 
。 

考虑到链中所有不同的自旋情况，我们取 

ioI 4 ⋯  A； 

《 2= 5=⋯ = 8； (18) 

【 ： ：⋯： 
．  

同样式(17)中的系数 +．也为i的周期函数 

厶s=⋯ = ； 

{ 3=l，56=⋯=J8 ； (19) 【 
： ： ⋯ ：‘， ． 

式(17)中的哈密顿算符没有非对角线项，表明 

哈密顿算符的本征态代表了自旋状态的类型，比如： 

l00111011⋯>．所以，本征态中的某些“上升”(处于 

基态f0))，而其余的态“下降”(处于激发态f 1))．假 

定自旋量子系统的某一状态，例如B“上升”时，而该 

系统的另一自旋体A处于“下降”，并且其他自旋体的 

状态均不变化，那么在这两种状态下的能量差别为 

AE=}i( 8士Ja日±J8c)． (2O) 

式(2O)中 前面的“+”号表示对应着与 相 

邻的自旋体A处于基态f 1)；“一”号则对应与B相邻 

的自旋体A处于激发态l 1)．对于‘， 。前面的“+”， 
“

一 ”号的含义同 ．由此对式(17)所描述的哈密 

顿可以获得以下特征频率 J： 

该特征频率即为实现相应的状态转变必须人为 

外部施加的磁场脉冲频率，其中 表示当 类自 

旋在其左侧A和其右侧C均处于基态l0)时，日类状 

态由l0)一 l 1)转换时所需要施加的磁场脉冲频率， 

即对应于 类状态的转变，在式(21)中所表示的 

意味着当左侧相邻自旋体A处于l i)态，而右侧 

相邻自旋c处于l )态，i， =0或1时所需要施加的 

磁场脉冲频率． 和 ：的表达式类似于式(21)，只 

需要将式(21)中的 换成A或C即可．例如，链中最 

左端的自旋体为A，则A状态转换的特征频率为 

tO
∞
A +JAB； 0 = A— ． (22) 

式(22)中 0I意味着与 右侧相邻的自旋体日 

处于状态 ．由于边界自旋体为A(最左端)或处于 

最右端(假定是C)的特殊情况，我们可以列出3种 

情况下(最左端、中间和最右端)，对应于每个自旋 

体转换的所有 16个特征频率： 

A类自旋：{：。；二 ； ： ：0 11 0 10． c23a 【l>一l>： ‘ 
类自旋： 

』I o>--+}1)： 0 0 0 1 10 11 (23b) 
【f 1)— f0)：一 一 一 一 

c类自旋：I o>-* ?： (23。) 
。 l 1／ 1 0)： c10 cII 

在此我们仅考虑对相互作用自旋1／2量子系统 

的两个本征态l0)和l 1)之间的转换控制，不考虑叠 

加态和纠缠态，因此状态的相角对我们来说是不重 

要的．控制一个相互作用量子系统的第一个所要解 

【  
2  

／L  

，  ，  ，  

+ 一 + 一 

^ 

+ + 一 一 

= = = = 

∞ 叭 曰 m  ̈
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决的问题是如何控制(操纵)一个给定的量子位．可 

以使用一个 仃共振脉冲驱动一个自旋体从状态 

JO)转变到状态J 1)，反之亦然．但该脉冲会对其他 

邻近自旋体产生影响，这个问题由Lloyd 4 得以解 

决．Lloyd建议提供一个特别的仃脉冲序列来改变相 

邻自旋体之间的状态，例如，为实现相邻自旋体A和 

状态的改变，假定A处于l 0)，B处于J 1)，希望通 

过外加共振磁场的控制来操纵A变为J 1)，而使 变 

为l0)．为此可以施加如下的系列脉冲为： 

： cc， 10 11 0 A1 (24O)B (-OA ) cc， A J 

式(24)中各cc，的表达含义见式(23)．由式(24) 

所给出的序列脉冲的作用效果见表1． 

表 1 序列脉冲的作用及其效果 

Table 1 The function and effect of sequence pulse 

表 1中符号“ ”表示该自旋体处于J 1>态，例 

如AB = J 0)J 1)．从表1中可以看出，在第 1对脉 

冲 ： 作用后，当A的右侧 处于激发态 时， 

A的状态改变，即A— A (条件是同时存在 )；若 

A右侧 处于基态 ，自旋体A的状态保持不变．在 

第2对脉冲 10 11作用后，其结果为：若 左侧的A 

处于激发态A ，自旋体B的状态改变： 一 ；若 

左侧的A处于基态A，自旋体 的状态保持 变．在 

第3对脉冲 作用后，自旋体A状态的变换规律 

与第一对脉冲作用结果相同．由此我们可以看出，通 

过施加一个序列脉冲，我们得到了相邻一对自旋体 

和 状态的相互转换．类似地可以通过施加一组 

象式(24)所述的脉冲序列，实现一个原子链状态的 

转换来达到记录信息的目的．以含有 6个白旋体 

ABCABC为例，我们想把数字7下载到此自旋链中， 

即让该自旋链纪录“7”这个信息，使自旋链量子状 

态从 ABCABC转 换 到 ABCA B C ，实 现从 

lOAO 0 0 0 0。)一IOAO 0 1 1 1。)的转换．为此所需 

施加的 脉冲序列，以及作用后所对应的量子系统 

状态的转换过程如下： 

1)∞ ：ABCABC— ABCABC ， 

2)∞OBl：ABCABC 一+ABCAB C ， 

3)(t，0d ：ABCAB C ABCA B C ． 

显然，数字控制非门(CNOT)可以通过施加一组类 

似于式(24)所描述的脉冲来实现．例如施加两个具 

有频率 和cc， 的仃脉冲，则使自旋体A的状态发 

生转换当且仅当在其左侧的自旋体 处于激发态 

，即A为目标字节， 为控制字节． 

由此可见，对量子系统状态的控制，从粒子之间 

的相互作用以及物理可实现的角度来看，就是寻找 
一 组达到期望状态变换的、可实现的脉冲序列．这个 

问题从控制的角度来看就变成：通过对薛定谔方程 

的求解，可以得到解的一般形式 (t)= (t) (0)， 

当初始状态 (0)和终态 (￡，)已知时，如何对所获 

得的期望幺正演化矩阵U(t)进行分解，使之成为一 

组可物理操作的脉冲序列．系统状态控制的问题是 

要根据薛定谔方程来进行的．对幺正演化矩阵 U(t) 

的分解必须根据薛定谔方程的具体形式在李群的特殊 

幺正群中进行．有关这个问题我们将另文专门研究 

5 小结(Conclusions) 

本文建立了两个具有相互作用的自旋 1／2粒子 

系统的数学模型．在充分考虑量子系统的控制策略 

可能需要的几何控制的基础上，建立了一个变量在 

李群的su(4)上变化的系统模型，并对相互作用的 

量子系统的控制原理进行了描述，给出简单的操纵 

状态变换的物理实现的过程，指出对量子系统控制 

的求解，在期望状态已知的情况下，等价于求解一组 

可实现的脉冲序列或等价于对幺正演化矩阵的分 

解．所以本文的关于具有相互作用的量子系统模型 

的建立，为进一步对量子系统的有关可控性 、操纵以 

及反馈控制做好了准备工作． 
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