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摘要: PID控制器在实际工程中应用广泛,而且工程上对随动系统的性能要求往往是多方面的. 该文应用满意控
制思想,研究了期望指标:扇形区域极点,稳态输出方差和动态误差系数约束下随动系统的PID控制设计问题.首先
将PID控制参数设计转化为局部状态反馈问题,导出了3项指标约束的双线性矩阵不等式(BMI)描述. 然后给出改进
的迭代线性矩阵不等式(LMI)算法求解BMI可行解,得到使闭环系统满足3项期望指标的PID参数. 最后给出了应用
该方法数值算例.
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Satisfactory PID design for servo systems based on
iterative LMI technique
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Abstract: In practical engineering, the PID controller is widely used to meet multiple system-specifications. Employing
the idea of satisfactory control, the design of PID controller for a class of servo systems is investigated under desired indices
in this paper. The desired indices include sector regional pole, steady output covariance and dynamical error coefficients.
Firstly, the problem of PID design is transformed to one of partial state feedback, and the above three desired indices are
formulated in terms of bilinear matrix inequality (BMI). An improved iterative linear matrix inequality (LMI) procedure
is then presented to solve the BMI, and the resulting parameter of PID can also guarantee the closed-loop servo system
satisfying the desired three indices. Finally, a numerical example is given to illustrate the proposed method.
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1 引引引言言言(Introduction)
PID调节器在实际工程中广泛应用, 据不完全

统计, 在工业过程控制、航空航天控制等领域中,
PID控制的应用占80%以上 [1]. 对于随动系统,通常
要求: 闭环系统的极点位于指定的扇形极点区域内,
以保证系统具有一定的稳定储备和暂态性能;稳态
误差系数小于允许值以保证系统对于确定性的,预
先未知的输入信号跟踪的稳态准确度;随机作用下
的稳态输出方差小于允许值以保证闭环系统的稳态

精度.为了得到控制器参数,古典频域的设计方法通
常有两种: 一是对高阶模型借助于伯德图、图表、仿
真与模拟工具,直至在实际系统上现场调试出合格
的控制策略;二是把实际对象简化为低阶模型,可以

应用解析的方法设计,但丢失了对象某些特性,使得
把基于低阶模型设计的控制器应用于实际对象时,
达不到满意的控制效果.上述方法都不利于控制系
统设计自动化的实现,现代控制理论及优化方法的
飞速发展,为研究随动系统PID调节器设计提供了新
的工具. 满意控制[2]要求多项具有工程意义的性能

指标同时得到满足. 本文以状态空间为工具,借助于
满意控制的思想和方法,研究了扇形极点区域,稳态
误差系数,稳态输出方差约束指标下随动系统PID设
计问题. 无需模型简化, 可以直接对高阶模型进行
设计, 把约束指标转化为矩阵不等式描述, 利用迭
代LMI算法得到同时满足3项约束指标的PID 参数,
可以利用MATLAB软件中LMI工具箱自动求解, 便
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于控制系统设计自动化的实现.

2 满满满意意意PID调调调节节节器器器问问问题题题的的的描描描述述述(Problem for-
mulation of satisfactory PID regulator)
考虑图1所示结构的控制系统, y(t)是系统输出,

w(t)是均值为零、强度为W且与初值无关的高斯白

噪声干扰信号, r(t)为确定性的参考输入信号.

图 1 闭环系统传递函数
Fig. 1 Transfer-function of closed-loop system

设研究对象由如下传递函数描述:

Gp(s) =
bn−1s

n−1 + bn−2s
n−2 + · · ·+ b1s + b0

sn + an−1sn−1 + · · ·+ a1s + a0

.

(1)

PID调节器

Gc(s) = kP +
kI

s
+ kDs, (2)

则开环传递函数为

G(s) =
bn−1kDsn+1 + · · ·+ (b0kP + b1kI)s + b0kI

s(sn + an−1sn−1 + · · ·+ a1s + a0)
.

(3)

用c0, c1, c2表示动态误差系数的前3项.
当a0 = 0时,

c0 = c1 = 0, (4)

c2 =
a1

b0kI

; (5)

当a0 6= 0时,
c0 = 0, (6)

c1 =
a0

b0kI

, (7)

c2 =
(a1b0 − a0b1)kI − a0b0kP − a2

0

b2
0k

2
I

. (8)

被控对象GP(s)的可控标准型描述为

ẋP = APxP(t) + BPv(t), (9)

y(t) = CPxP(t), (10)

AP =




0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 1
−a0−a1−a2 · · · −an−1




,

BT
P = [0 · · · 0 1],

CP = [b0 b1 · · · bn−2 bn−1],

v(t) = −kPy(t)− kI

w t

0
y(τ)dτ − kDẏ(t),

xI =
w t

t0
y(τ)d(τ), x(t) = [xT

P xT
I ]T,

A
∆=

[
AP 0
CP 0

]
, B

∆=

[
BP

0

]
,

C =


b0 b1 · · · bn−1 0
0 0 · · · 0 1

−a0bn−1 b0 − a1bn−1 · · · bn−2 − an−1bn−1 0


 ,

可得闭环方程

ẋ(t) = (A−BKC)x(t) + Dw(t), (11)

Ac
∆=A−BKC,

K
∆=[kP kI kD],

D = B, D1
∆=[CP 0].

此时, PID调节器参数设计被转化为局部状态反馈
问题.
当系统(11)渐近稳定时,稳态状态方差X为

X
∆= lim

t→∞
E{x(t)xT(t)},

且为如下代数Lyapunov方程唯一正定解

AcX + XAT
c + DWDT = 0, (12)

则稳态输出方差定义为

Y = D1XDT
1 . (13)

本文目的是设计PID调节器参数满足
① 闭环系统极点位于如图2所示阴影扇形区

域S(q, θ)内.

图 2 扇形极点区域

Fig. 2 Sector pole region

② 闭环系统稳态输出方差满足

Y 6 σ2.

③ 闭环系统稳态误差系数满足

c0 = 0, |c1| 6 c1g, |c2| 6 c2g.
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这里: q > 0, θ ∈ [0 , 90◦), σ2, c1g, c2g 为系统的设计

参数,由设计者给出.

定定定义义义 1 如果存在PID调节器参数满足设计指

标①②和③,则称其为满意的PID调节器.

如果存在满意的PID调节器参数同时满足①②

和③ 3项要求,则称指标是相容的.

3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
定定定理理理 1 对于a0 = 0的控制系统, 当且仅当存

在P1 > 0, P2 > 0和矩阵K满足

AcP1 + P1A
T
c + 2qP1 < 0, (14)[

sin θ(AcP1 + P1A
T
c ) cos θ(AcP1 − P1A

T
c )

cos θ(P1A
T
c −AcP1) sin θ(AcP1 + P1A

T
c )

]
< 0,

(15)

AcP2 + P2A
T
c + DWDT < 0, (16)

D1P2D
T
1 < σ2, (17)

Ke2 > m 或 Ke2 < −m, (18)

则闭环系统满足给定指标①和②,并且c0 = c1 = 0,

|c2| < c2g. 其中: m = | a1

b0c2g

|, ei表示第i个元素为1

的列向量, i = 1, · · · , 3,例如e2表示向量[0 1 0]T.
证证证 充分性. 由文献[3], 由不等式(14)(15)保证

指标①得到满足. 应用李雅普诺夫稳定性理论, 比

较式(12)和(13)与(16)和(17)可知, 指标②得到满足.

式(18)等价于

kI > | a1

b0c2g

|, kI < −| a1

b0c2g

|.

由式(4)(5)可知定理结论成立.

必要性. 类似于充分性的证明可得定理必要性

成立.

定定定理理理 2 对于a0 6= 0的系统, 当存在P1 > 0,

P2 > 0和矩阵K 满足式(14)∼(17)和

Ke2 > s 或 Ke2 < −s, (19)

t2 < (a1b0 − a0b1)Ke2 − a0b0Ke1 < t1, (20)

则闭环系统满足给定指标①∼③. 其中

s =
∣∣∣ a0

b0c1g

∣∣∣, t1 = a2
0 +

a2
0c2g

c2
1g

, t2 = a2
0 −

a2
0c2g

c2
1g

.

证证证 由式(14)∼(17)可得指标①②得到满足. 由

式(19)可得

|b0kI| >
∣∣ a0

c1g

∣∣. (21)

由式(20)可得∣∣∣(a1b0 − a0b1)kI − a0b0kp − a2
0

a2
0

∣∣∣ <
c2g

c2
1g

. (22)

由式(21)和(22)可得∣∣∣(a1b0 − a0b1)kI − a0b0kp − a2
0

b2
0k

2
I

∣∣∣ < c2g. (23)

由式(7)和(8)可知指标③得到满足.

4 计计计算算算方方方法法法(Computation algorithm)
设L, V为适维矩阵,由(L−V )(L−V )T > 0,有

−V V T 6 −LV T − V LT + LLT. (24)

定理1和定理2中的条件关于矩阵变量是双线性

的,本节将应用式(24)的结果以及文献[4]的思想,将

定理1和定理2 中的条件转化为可用线性矩阵不等

式描述的条件.以式(14)为例,说明其处理双线性矩

阵项的方法. 应用舒尔补引理[5],式(14)即化为
[
AP1 + P1A

T + 2qP1 −BKKTBT − P1C
TCP1 (BK − P1C

T)
(BK − P1C

T)T − I

]
< 0. (25)

设V1, V2为适维矩阵. 由式(24)可得

−BKKTBT 6 −BKV T
1 − V1K

TBT + V1V
T
1 ,

(26)

−P1CCTP1 6 −P1CV T
2 − V2C

TP1 + V2V
T
2 .

(27)

把式(25)中的−BKKTBT 和−P1CCTP1 分别用

不等式(26)和(27)的右侧项代替, 式(25)就转化为
了线性矩阵不等式.
当BK = V1, P1C = V2时, 式(26)和(27)变为等

式.式(25)和把式(25)中−BKKTBT和−P1CCTP1

用(26)和(27)的右侧项代替后所得不等式是等

价的.
下面给出求解定理1和定理2的迭代LMI算法:
Step 1 求算法的初值:
可行解K: s.t.式(19)(20);
可行解P1, P2: s.t.式(14) ∼ (16).
取P

(0)
1 = P1, P

(0)
2 = P2,K

(0) = K作为初值.
Step 2 j = 1, t = 0, N = 200.

Step 3 迭代求取控制器参数.
Step 3.1 如果t < 0得到满足,结束, K(j−1)即

为期望的反馈增益;
Step 3.2 否则,令M

(j)
1 = (BK(j−1))T,M (j)

2 =

CP
(j−1)
1 ,M

(j)
3 = CP

(j−1)
2 ,
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min t : P
(j)
1 , P

(j)
2 ,K(j)

s.t.




S6 S4 cos θBK(j) − P
(j)
1 CT BK(j) + P

(j)
1 CT 0

* S6 P
(j)
1 CT cos θBK(j) 0 BK(j) + P

(j)
1 CT

* ∗ − I 0 0 0
* ∗ ∗ − I 0 0
* ∗ ∗ ∗ − a 0
* ∗ ∗ ∗ ∗ − a




< 0,

[
M1 BK(j) − P

(j)
1 CT

(BK(j) − P
(j)
1 CT)T −I

]
< 0,

[
S2 BK(j) − P

(j)
2 CT

(BK(j) − P
(j)
2 CT)T −I

]
< 0,

CP
(j)
2 CT < σ2,

K(j)e2 > m或K(j)e2 < −m.

其中:
M = AP

(j)
1 + P

(j)
1 AT,

M1 = M + 2qP
(j)
1 −BK(j)M

(j)
1 −

(BK(j)M
(j)
1 )T + M

(j)T

1 MT
1 −

P
(j)
1 CTM

(j)
2 − (P (j)CTM

(j)
2 )T +

M
(j)T

2 M
(j)
2 − tI,

S0 = AP
(j)
2 + P

(j)
2 AT,

S1 =−BK(j)M
(j)
1 −(BK(j)M

(j)
1 )T+M

(j)T

1 M
(j)
1 −tI,

S2 =S0+DWDT−BK(j)M
(j)
1 −(BK(j)M

(j)
1 )T+

M
(j)T

1 M
(j)
1 − P

(j)
2 CTM

(j)
3 −

(P (j)
2 CTM

(j)
3 )T + M

(j)T

3 M
(j)
3 − tI,

S3 = sin θ(AP
(j)
1 + P

(j)
1 AT),

S4 = cos θ(AP
(j)
1 − P

(j)
1 AT), a = (sin θ)−1,

S5 =−P
(j)
1 CTM

(j)
2 −(P (j)

1 CTM
(j)
2 )T+M

(j)T

2 M
(j)
2 ,

S6 = S3 + (sin θ + cos2 θ)S1 + (1 + sin θ)S5.

矩阵的 * 部分可由对称性得到.

Step 1 如j > N (N为控制迭带次数的适当

大正整数),结束,说明给定迭带次数内,本算法得

不到期望控制器参数;否则, j = j + 1,返回Step 3.

5 数数数值值值算算算例例例(Numerical example)
设系统传递函数为

GP(s) =
1

s(0.2s + 1)(0.5s + 1)
,

A =




0 1 0 0
0 0 1 0
0 −10−7 0
10 0 0 0




, B =




0
0
1
0




, C =




10 0 0 0
0 0 0 1
0 10 0 0


 ,

q =1, θ =60◦, c2g =0.3, σ2 =2, D =B, W =50.

经过100次迭带求解,可得控制器参数为

K = [ 5.6228 3.3589 2.5386 ].

系统闭环极点为 {−2.4632+4.2058i;−2.4632−
4.2058i;−1.0368 + 0.5821i;−10368− 0.5821i}.
闭环系统输出方差为Y = 1.9188.
误差系数c0 = c1 = 0, c2 = 0.2977.
当r(t)为单位斜坡输入时, 跟踪误差曲线如

图3所示.

图 3 斜坡跟踪误差曲线
Fig. 3 Tracking error curves of slope signal

6 结结结论论论 (Conclusion)
虽然本文研究的是随动系统中PID调节器的参

数设计问题, 但文中的方法也可以推广到当控制
策略是迟后－超前校正网络的情况；同时, 多个
矩阵不等式的叠加仍然是矩阵不等式, 故可引入
更多能用矩阵不等式表示的期望指标,如鲁棒、时
延等,以进一步提高系统的性能.
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