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摘要:根据脉冲系统的稳定性结果,得到了线性时变脉冲系统一致渐近稳定的充分条件.在此基础上研究了一类
参数不确定系统的保成本状态反馈控制问题,根据稳定性理论与鲁棒控制原理得到了此类控制器的一个存在性条
件.进一步通过有关参数不确定性的结论证明了该条件等价于一组线性矩阵不等式的可解性问题.最后给出了一个
具体示例.
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Guaranteed-cost-control of
a class of impulsive systems with parametric uncertainties
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Abstract: A sufficient condition for the uniformly asymptotically stability of linear time-varying impulsive systems is
obtained based on the recent stability results of impulsive systems. Moreover, the guaranteed-cost-control problem via state
feedback controller is studied for a class of impulsive systems with parametric uncertainties. A sufficient condition for the
existence of this guaranteed-cost state feedback controller is then presented in terms of the Lyapunov stability theory and
robust control principles. Furthermore, it is shown that this condition is equivalent to the solvability problem of a system of
linear matrix inequalities according to some existing conclusions on the norm-bounded time-varying parameter uncertainty.
Finally, a numerical example is given to support the main results of this paper.
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1 引引引言言言(Introduction)
近代科学技术如神经网络、机器人、通讯网

络、经济、控制, 特别是生物、生态、物理等众多领
域中普遍存在着脉冲与瞬动现象. 因此, 建立不确
定性脉冲系统的控制理论和方法具有重要的理论意

义和很强的实际背景. 脉冲系统的稳定性问题已有
很多研究[1,2]. Ye在文献[3]中提出了脉冲系统一致
渐近稳定的较不保守的充分条件.文献[4]基于代数
Riccati方程研究了脉冲系统的鲁棒H∞控制,注意到
文中对脉冲系统的状态瞬变要求有较强的限制,因
此适用的范围并不广. 迄今为止, 关于脉冲系统保
成本控制的研究尚不多见.不确定系统的保成本控
制问题最早由Chang和Peng提出[5]. 保成本控制能考
虑对象的不确定性而保证系统渐稳, 并使系统的线
性二次型指标小于一定的上界[6]. 近几年,随着不确
定系统鲁棒控制研究的进展以及LMI等工具在鲁棒

控制中的广泛应用[7], 不确定系统的保成本控制问
题又得到了很多新的结果, 如俞立[8]应用线性矩阵

不等式研究了线性不确定系统的最优保成本控制问

题.
本文针对一类参数不确定脉冲系统,利用LMI等

工具研究了其保成本控制问题.系统的状态瞬变只
需满足有界性条件即可,则其描述能力显然优于文
献[4].

2 问问问题题题的的的描描描述述述及及及预预预备备备知知知识识识(Problem formula-
tion and preliminaries)
通常非线性脉冲系统可描述为{

ẋ(t) = f(x, t), t 6= τk,

∆x = Ik(x), t = τk.
(1)

其中: x ∈ Rn表示系统状态, f ∈ C [Rn × R,Rn]且
对于x满足Lipschitz条件(这里C[U,W ] 表示从U到
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W的连续函数集合), Ik : Rn → Rn表示系统状态

在时刻τk处的增量函数, E = {τ1, τ2, · · · : τ1 <

τ2 < · · · } ⊂ R+ = [0,+∞)为无界的离散闭集,表
示状态发生瞬变的时刻.设ϕ : [t0,∞) → Rn满足

1) ϕ(t)在t ∈ [t0,∞), t0 > 0上处处左连续;
2) ϕ(t)在t ∈ (t0,∞)上除了闭集E外的所有点

上可微且有(dϕ/dt)(t) = f(ϕ(t), t)成立;
3) ∀t = τk ∈ E, ϕ(t+) = lim

∆t→0+
ϕ(t + ∆t) =

ϕ(t) + Ik(ϕ(t))成立;
则称ϕ(t)为脉冲系统(1)的解. 这里使用符号

g(t+)表示函数g在时刻t处的右极限, 亦即g(t+) =
lim

∆t→0+
g(t + ∆t),其他地方不再赘述.

对于系统(1),若进一步假设f(0, t) = 0, ∀t ∈ R+

和Ik(0) = 0,∀k ∈ N = {0, 1, 2, · · · }成立(注意这里
设τ0 := t0, I0 := 0),则显然x = 0为平衡点,关于此
平衡点有以下引理.
引引引理理理 1[3] 对于符合上述假设的系统(1), 如

果h ∈ C [R+,R+]满足h(0) = 0, 同时有函数V:
Rn× R+ → R+, ϕ1, ϕ2 ∈ K(K表示所有K类函数

集合),对任意的(x, t) ∈ Rn × R+满足

ϕ1( ‖x ‖ ) 6 V (x, t) 6 ϕ2( ‖x ‖ ). (2)

1) 若对于系统(1)定义在[t0,∞)上的解x(t),
V (x(t), t)在[t0,∞)上左连续, 在(t0,∞)上除了闭
集E外的所有点上可微, 并且对于k = 0, 1, 2, · · · ,
序列V (x(τ+

k ), τ+
k )单调非增,进一步∀ t ∈ (τk, τk+1],

k ∈ N有

V (x(t), t) 6 h(V (x(τ+
k ), τ+

k )), (3)

那么系统(1)的平衡点x = 0一致稳定.
2) 假若在满足条件1)的同时, 存在ϕ3 ∈ K使

得∀k ∈ N有

DV (x(τ+
k ), τ+

k ) 6 −ϕ3( ‖x(τ+
k ) ‖ ) (4)

成立,其中

DV (x(τ+
k ), τ+

k ) :=
V(x(τ+

k+1),τ
+
k+1)−V (x(τ+

k ),τ+
k )

τ+
k+1 − τ+

k

,

(5)

那么系统(1)的平衡点x = 0一致渐近稳定.
引引引理理理 2[9] 设A,B ∈ Sn×n,则有

A 6 B ⇒ λi(A) 6 λi(B),

A < B ⇒ λi(A) 6 λi(B).

成立. 其中Sn×n表示所有对称实矩阵集合, λi(A),
i = 1, 2, · · · , n为矩阵A的所有特征值并且满足

λ1(A) 6 λ2(A) 6 · · · 6 λn(A).

考虑如下一类参数不确定脉冲系统



ẋ(t) = (A + ∆A)x(t) + (B + ∆B)u(t), t 6= τk,

∆x = ck · x(τk), t = τk,

x(0) = x0, t0 = 0.

(6)

其中: k ∈ N, x ∈ Rn为系统状态, u ∈ Rm为控制输

入, A和B是合适维数的已知常数矩阵, ∆A和∆B是

反映系统不确定性的合适维数的矩阵函数,满足

[∆A ∆B ] = DF (t) [ E1 E2 ] (7)

其中D, E1和E2是合适维数的已知常数矩阵, 时变
矩阵F (t)满足

FT(t)F (t) 6 I. (8)

设系统状态的相邻瞬变时间间隔满足

0 < l̃ < τk+1 − τk < h̃, k ∈ N. (9)

其中: l̃和 h̃为给定常数, ck(k ∈ N)是绝对值有界的
常数,定义

β = max 1, sup
k∈N

{ | 1 + ck | }, (10)

则显然有‖x(τ+
k ) ‖ < β2‖x(τk) ‖, k ∈ N , 本文

中‖·‖表示向量的欧氏范数或其诱导的矩阵范数.
对于系统(6)定义二次型性能指标

J =
w ∞

0

[
xT(t)Qx(t) + uT(t)R u(t)

]
dt. (11)

其中Q和R是给定的正定对称加权矩阵.
定定定义义义 1 给定一个正数J∗, 对不确定脉冲系

统(6)以及性能指标(11),若存在一个控制律u∗(t),使
得对所有允许的不确定性,闭环系统是渐近稳定的,
且闭环性能指标满足J 6 J∗,则称J∗为系统(6)的一
个性能上界, u∗(t)为系统(6)的一个保成本控制律.

3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
考虑如下线性时变脉冲系统




ẋ(t) = A(t)x(t), t 6= τk,

∆x = ck · x(τk), t = τk,

x(0) = x0, t0 = 0.

(12)

其中A(t)是合适维数的时变矩阵, 其他系统参数与
系统(6)一致.系统(6)和(12)均是系统(1)的特例.
定定定理理理 1 若存在正定对称矩阵P使得

[A(t) + γ · I ]T P + P [A(t) + γ · I ] < 0, (13)

∀t ∈ R+成立,则线性时变脉冲系统(12)的平衡点一
致渐近稳定. 其中标量γ满足

γ >
lnβ

l̃
+ ε > 0, (14)

ε为任意给定的很小的正数.
证证证 取Lyapunov函数V (x) = xTPx,则
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1) 当t ∈ (τk, τk+1], k ∈ N时,沿着系统(12)的解
轨道,由式(13)有

V̇ (x) = xT(AT(t)P + P A(t))x 6
−2 γ · xTP x 6 −2 γ · V (x).

取h(V (x(τ+
k ))) = V (x(τ+

k )),由比较原理有

V (x(t)) 6
V (x(τ+

k )) · exp(−2 γ(t− τ+
k )) 6

V (x(τ+
k )) = h(V (x(τ+

k ))). (15)

另外由式(9)(14)可得

V (x(τ+
k+1)) =

(1 + ck+1)2xT(τk+1)P x(τk+1) 6
β2V (x(τk+1)) 6
β2 exp(−2 lnβ) · exp(−2 ε · l̃)V (x(τ+

k )) =

exp(−2 ε · l̃)V (x(τ+
k )) 6 V (x(τ+

k )). (16)

则对于k = 0, 1, 2, · · · ,序列V (x(τ+
k ), τ+

k )单调非增,
结合式(15)可知V (x)满足引理1的条件1).

2) 根据式(5)、式(16)有

DV (x(τ+
k )) 6

(exp(−2 ε · l̃)− 1) V (x(τ+
k ))/h̃ =

(exp(−2 ε · l̃)− 1) xT(τ+
k )P x(τ+

k )/h̃ 6

−λmin(P )(1− exp(−2 ε · l̃))
h̃

‖x(τ+
k ) ‖2.

这里λmin(P )表示正定矩阵P的最小特征值.

取ϕ3(x) =
λmin(P )(1− exp(−2 ε · l̃))

h̃
‖x ‖2,

显然ϕ(x) ∈ K,则V (x)也能满足引理1的条件2).
综合上面1)和2)的论述, 根据引理1线性时变脉

冲系统(12)一致渐近稳定. 证毕.
下面给出系统(6)的保成本状态反馈控制律的存

在条件.
定定定理理理 2 给定正数J∗, 对参数不确定脉冲系

统(6)以及性能指标(11),若存在正定对称矩阵P和矩

阵K,使得对所有允许的不确定性有不等式组

Q +KTR K +

P [A + BK + DF (E1 + E2K) + γ · I ] +

[A+BK+DF (E1+E2K) + γ ·I ]TP <0, (17)

0 < P <
[
J∗/(c̄ · ‖x0 ‖2)

] · I (18)

成立, 则u∗(t) = Kx(t)是系统(6)的一个保成本控

制律,相应的系统性能上界为J∗. 其中常数

c̄ = (1 +
(β2 − 1) exp(−2 ε · l̃ )

1− exp(−2 ε · l̃ ) ). (19)

标量γ, ε, l̃的描述见式(9)和(14).
证证证 首先写出系统(6)的闭环系统




ẋ(t)=(A+BK+DF (E1+E2K))x(t), t 6= τk,

∆x = ck · x(τk), t = τk,

x(0) = x0, t0 = 0.

(20)

注意到闭环系统 (20)是系统 (12)的特例. 由式
(17)以及Q,R的正定性显然有

P [A + BK + DF (E1 + E2K) + γ · I ] +

[A+BK+DF (E1+E2K)+γ · I ]T P <0

成立,则根据定理1系统(20)一致渐近稳定.
选取Lyapunov函数V (x)=xTPx,当t∈(τk, τk+1],

k ∈ N时,沿着系统(20)的解轨道V (x) 关于时间t的

导数为

V̇ (x) =

xT{P [A + BK + DF (E1 + E2K)] +

[A + BK + DF (E1 + E2K)]T P}x.

据式(17)以及γ, P, Q和R的正定性有

V̇ (x) 6
−xT

(
Q + KTRK + 2 γ · P )

x 6
−xT

(
Q+KTRK

)
x,

因而

J =
w ∞

0

[
xT(t)Qx(t) + u(t)TR u(t)

]
dt 6

−
w ∞

0
V̇ (x(t))dt.

注意到

−
w ∞

0
V̇ (x(t))dt =

−(
w τ1

0
V̇ (x(t))dt +

w τ2

τ+
1

V̇ (x(t))dt + · · ·+
w τk+1

τ+
k

V̇ (x(t))dt + · · · ) =

V (0) +
∞∑

k=1

[
V (τ+

k )− V (τk)
]

6

V (0) + (β2 − 1) ·
∞∑

k=1

V (τk). (21)

又根据式(15), ∀k ∈ N有

V (x(τk+1)) 6 β2 exp(−2 γ · l̃) · V (x(τk)),

则式(21)中的数项级数
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∞∑

k=1

V (τk) 6

V (0) ·
∞∑

k=1

[
exp(−2 ε · l̃)

]k

=

V (0) · exp(−2 ε · l̃)
1− exp(−2 ε · l̃) .

将上式代入式(21)有

J 6 c̄ · V (0) 6 c̄ · λmax(P ) · ‖x0 ‖2. (22)

又根据引理2和式(18)可以得到

λmax(P ) < J∗/(c̄ · ‖x0 ‖2). (23)
综合式(22)(23)可得J 6 J∗. 证毕.
注注注 在实际情况中很难准确得到系统的初态x0,通常

假定x0是满足E{x0xT
0 } = I的零均值随机变量, 则可以得

出以下推论.
推推推论论论 1 给定正数J∗, 对参数不确定脉冲系

统(6)以及性能指标(11),若存在正定对称矩阵P和矩

阵K, 使得对所有允许的不确定性有不等式(17)成
立,且矩阵P满足

tr P < J∗/c̄, (24)

则u∗(t) = Kx(t)是系统(6)的一个保成本控制律,相
应的系统性能J = E(J)6J∗. 其中tr(·)和E(·)分别
表示矩阵的迹和期望运算.
证证证 由定理2的证明可知, 在满足式(17)约束的

情况下,系统(6)的性能指标J有

J 6 c̄ · V (0) = c̄ · x0Px0

成立. 考虑到x0是满足E {x0x
T
0 } = I的零均值随机

变量,对上式两端求期望并可得

J̄ = E(J) 6 c̄ · E(x0Px0) = c̄ · tr P.

将式(24)代入上式则得证.
注意到矩阵不等式(17)包含不确定矩阵F , 因此

求解是困难的, 下面的定理则给出了一个便于求解
控制器的方法.
定定定理理理 3 给定正数J∗, 对参数不确定脉冲系

统(6)以及性能指标(11), 若存在标量α > 0、矩
阵W和正定对称阵M, X ,使得LMI




AX + BW + (AX + BW )T + αDDT + 2 γX (E1X + E2W )T X WT

E1X + E2W −α · I 0 0
X 0 −Q−1 0
W 0 0 −R−1


 < 0, (25)

[
M I

I X

]
> 0 (26)

以及不等式

tr M < J∗/c̄ (27)

成立, 则u∗(t) = WX−1x(t)是参数不确定脉冲系
统(6)的一个保成本控制律, 相应的系统性能J̄ =
E(J) 6 J∗. 其中标量γ的描述见式(14).
证证证 选取Lyapunov函数V (x)=xTPx并令P =

X−1.
1) 类似于文献[8]的定理2, 易得不等式(17)等

价于式(25)所示的LMI.
2)根据Schur补定理,式(26)等价于

M > X−1 = P > 0. (28)

另外由矩阵迹的性质有

tr M =
∑
i
λi(M), tr P =

∑
i
λi(P ). (29)

根据引理2,以及式(27)∼(29)可知

tr P < tr M < J∗/c̄,

即推论1中的式(24)也得到满足. 证毕.
注注注 式(27)很容易使用MATLAB的LMI工具箱解

决,则定理3可以使用feasp工具箱求解.

4 数数数值值值示示示例例例(Numerical example)
给定J∗ = 65, 考虑形如系统(6)的参数不确定

脉冲系统的保成本控制问题,其中

A =

[
−1 1

0 2

]
, B =

[
0 1
1 0

]
,

D =

[
0.1 0
0 0.1

]
, E1 =

[
0.2 0.3
0.1 0.4

]
,

E2 = 0, Q =

[
0.5 0
0 0.5

]
, R =

[
1 0
0 1

]
.

设最小脉冲发生时间间隔l̃ = 0.5,描述状态瞬
变的量β = 1.5,不妨取γ = 0.1, ε = 0.01,根据定
理3应用LMI软件包可解得

P =

[
0.266 0.096
0.096 4.638

]
, M =

[
0.294 0.106
0.106 5.111

]
.

保成本控制律为

u∗(t) =

[
−0.094 − 4.549
−0.261 − 0.095

]
x(t).
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