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摘要:针对线性系统,基于线性矩阵不等式(LMI)给出了具有完整性的动态输出反馈控制器的设计方案,所得到
的结论,不仅给出分别考虑执行器和传感器两类部件发生故障的完整性设计方案,而且给出了考虑执行器或传感器
任何一类部件发生故障的完整性设计方案.本文使用了比离散故障模型更具有实际意义的连续故障模型. 一个数
值例子说明了所提方法的有效性.
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LMI-based dynamic output feedback control possessing integrity
when either actuator or sensor fails
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Abstract: For linear system, a LMI (linear matrix inequality)-based approach is presented to design a dynamic out-
put feedback controller for the closed-loop system to possess integrity, not only when sensor and actuator failure occurs
seperately, but also when either actuator or sensor failure occurs. A more practical continuous model of sensor and actua-
tor failures than discrete model is also considered. Finally, a numerical example is given to show the effectiveness of the
obtained results.
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1 引引引言言言(Introduction)
系统具有完整性控制器的设计是指设计控制

器, 使得系统无论部件(传感器和执行器)是否出现

故障都能使系统保持渐近稳定性. 到目前为止, 人

们对具有完整性控制器设计取得了一定的进展,文

献[1,2]利用离散故障模型分别给出了考虑执行器故

障和传感器故障的完整性控制器设计.文献[3]使用

连续故障模型,给出了更实用的完整性控制器的设

计方法. 但是,由于文献[1,3]利用Riccati方程使得结

论的保守性较大,而且控制器参数矩阵解析解的确

定非常困难. 文献[4]使用LMI确定了完整性控制器

的参数矩阵的数值解.文献[5]和文献[6]分别研究了

考虑执行器故障和传感器故障的状态反馈区域极点

可靠配置问题.但是,对于具有完整性的动态输出反

馈控制的设计还鲜见于文献中. 虽然,文献[3,5,6]分

别研究了考虑传感器和执行器故障的完整性状态反

馈控制器的设计.但是,这样设计的完整性系统并不

能真正保证系统的完整性. 仿真中可以看到,对于考

虑执行器故障的完整性系统,当不是执行器发生故

障而是传感器发生故障时,系统将失去稳定性. 另一

方面,对于考虑传感器故障完整性系统,当执行器出

现故障时也可能失去稳定性.

本文使用连续故障模型,基于LMI给出了动态输

出反馈完整控制器的存在的充分条件.不仅分别讨

论了执行器故障和传感器故障的完整性控制器设

计,而且提出了考虑执行器和传感器故障的双故障
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系统完整性设计.
2 问问问题题题描描描述述述(Problem description)
考虑如下线性系统

ẋ = Ax + Bu,

y = Cx.
(1)

其中: x ∈ Rn为系统的状态变量, y ∈ Rp为系统的

测量输出, u ∈ Rm为控制输入, A,B, C为适当维数

的常值矩阵.
动态输出反馈控制形式为

ȧ
x = A0

a
x +B0y,

u = C0

a
x +D0y.

(2)

由系统(1)和控制器(2)构成的闭环系统
˙̄x = Āx̄. (3)

其中: x̄ =

[
x
a
x

]
, Ā =

[
A + BD0C BC0

B0C A0

]
.

本文采用传感器连续增益故障模型,描述如下:

yF = Fsy. (4)

其中: y ∈ Rp是传感器测量输出的正常信号向量,
yF ∈ Rp是考虑传感器故障的测量输出信号向量,
Fs为传感器故障矩阵,其形式为

Fs = diag(fs1, fs2, · · · , fsp). (5)

其中: f
si

6 fsi 6 f̄si, 0 6 f
si

6 1, f̄si > 1, f
si
6=

f̄si(i = 1, 2, · · · , p).
执行器连续增益故障模型为

uF = Fau. (6)

其中: u ∈ Rm为执行器正常信号向量, uF ∈ Rm为

考虑执行器故障的信号向量, Fa为执行器故障矩阵,
其形式为

Fa = diag(fa1, fa2, · · · , fam). (7)

其中: f
ai

6 fai 6 f̄ai, 0 6 f
ai

6 1, f̄ai > 1, f
ai
6=

f̄ai(i = 1, 2, · · · , p).
在考虑传感器故障时,设集合

δs =

{
ϕsi

∣∣∣∣∣
ϕsi = diag(ϕsi1, ϕsi2, · · · , ϕsip),

ϕsij = f
sj

or f̄sj, j = 1, 2, · · · , p

}
.

(8)

显然,当f
sj
6= f̄sj时,集合δs有2p个元素.由集合δs的

元素为顶点构成的超多面体及内部表述的集合是凸

的,记为

∆s =

{
Fs

∣∣∣∣∣
Fs =diag(fs1, fs2, · · · , fsp),

f
si

6fsi 6 f̄si, i=1, 2, · · · , p

}
. (9)

这样,任意故障矩阵Fs ∈ ∆s. 对于任意Fs ∈ ∆s,总

可以找到αsi > 0(i = 1, 2, · · · , 2p)满足
2p∑

i=1

αsi = 1,

使得

Fs =
2p∑

i=1

αsiϕsi. (10)

类似地,在考虑执行器故障时,设集合

δa =

{
ϕai

∣∣∣∣∣
ϕai = diag(ϕai1, ϕai2, · · · , ϕaim),

ϕaij = f
aj

or f̄aj, j = 1, 2, · · · ,m

}
.

(11)

给出不考虑故障动态输出反馈控制器的设计

方案.
定定定理理理 1 对于系统(1)存在一个输出反馈控制

器(2)使闭环系统渐近稳定,当且仅当存在矩阵X, Y

和矩阵Â, B̂, Ĉ, D̂使得下列LMIs[
X I

I Y

]
> 0, (12)

[
AX + (AX)T + BĈ + (BĈ)T

∗
ÂT + A + BD̂C

Y A + (Y A)T + B̂C + (B̂C)T

]
< 0

(13)

是可行的. 如不等式(12)(13)的可行解为(Â, B̂, Ĉ,

D̂, X, Y ),输出反馈控制器(2)的参数矩阵为



D0 = D̂, B0 = N−1(B̂ − Y BD0),

C0 = (Ĉ −D0CX)(MT)−1,

B0 = N−1(B̂ − Y BD0),

A0 = N−1[Â− (Y AX + Y BD0CX+

NB0CX + Y BC0M
T)](MT)−1.

(14)

其中矩阵M和N通过I −XY奇异值分解得到,即

I −XY = MNT. (15)
证证证 版面所限,略.
给出符号的意义如下:
1) Fs0 = diag(fs10, fs20, · · · , fsp0);
2) Js = diag(js1, js2, · · · , jsp);
3) Ls = diag(ls1, ls2, · · · , lsp);
4) |Ls| = diag(|ls1|, |ls2|, · · · , |lsp|).

其中: jsi =
f̄si − f

si

f̄si + f
si

, fsi0 =
1
2
(f

si
+ f̄si), lsi =

fsi − fsi0

fsi0

, i = 1, 2, · · · , p; 同理可得Fa0, Ja, La,

|La|, jai, fai0, lai.
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对于传感器故障矩阵可以得到如下关系:

Fs = Fs0(I + Ls), |Ls| 6 Js 6 I. (16)

同样,对于执行器故障矩阵也可以得到相类似的
关系.为了理论证明的需要,给出如下定理.

定定定理理理 2 设S为n×n正定矩阵, R为n×m矩阵,
对于任何m×m的半正定矩阵Q,则矩阵H为半正定

矩阵的充分必要条件为Q − RTS−1R为半正定, 其
中

H =

[
S R

RT Q

]
.

证证证 版面所限,略.
根据定理2可知下列矩阵为半正定矩阵,进行三

角分解,分别得[
αFs0JsFs0 (Fs0 − I)
(Fs0 − I) α−1Js

]
=

[
W11(α) 0
W21(α) W22(α)

][
W11(α) 0
W21(α) W22(α)

]T

, (17)

[
βFa0JaF

T
a0 (Fa0 − I)

(Fa0 − I) β−1Ja

]
=

[
U11(β) 0
U21(β) U22(β)

][
U11(β) 0
U21(β) U22(β)

]T

. (18)

其中α > 0, β > 0为可调参数.

3 考考考虑虑虑传传传感感感器器器故故故障障障的的的完完完整整整性性性(Control pos-
sessing integrity with sensor failures)
由系统(1)考虑传感器故障(4), 构成的闭环系统

为

˙̄x = Āsx̄. (19)

其中: x̄ =

[
x
a
x

]
, Ās =

[
A + BD0FsC BC0

B0FsC A0

]
.

如下定理给出了考虑传感器故障动态输出完整

性控制器存在的充分条件.
定定定 理理理 3 对 于 系 统(19), 如 果 存 在 矩

阵Â, B̂, Ĉ, D̂以及矩阵X和Y ,适当调整参数α > 0,
使得LMIs式(20) 和不等式(12)存在可行解, 则系统
存在考虑传感器故障的完整性动态输出反馈控制

器(2). 如果LMIs(20)和(12)的可行解为(Â, B̂, Ĉ, D̂,

X, Y ),则相应的考虑传感器故障完整性控制器的参
数矩阵可由式(14)确定,矩阵M和N通过式(15)确定,
其中W11(α),W21(α),W22(α)由式(17)确定.




E1 E2 E3 (CX)TW22(α)
∗ E4 B̂W11(α) 0
∗ ∗ −I 0
∗ ∗ ∗ −I


 < 0

(i = 1, 2, · · · , 2p), (20)

其中：

E1 = AX + (AX)T + BĈ + (BĈ)T,

E2 = ÂT + A + BD̂ϕsiC,

E3 = BD̂W11(α) + (CX)TW21(α),

E4 = Y A + (Y A)T + B̂ϕsiC + (B̂ϕsiC)T.

证证证 对于系统(19),设

Ts1 =

[
P1 + PT

1 [P2 + P3]T

∗ P4 + PT
4

]
,

其中：

P1 = AX + BD0FsCX + BC0M
T,

P2 = Y AX + Y BD0FsCX + NB0FsCX,

P3 = Y BC0M
T + NA0M

T + A + BD0FsC,

P4 = Y (A + BD0FsC) + NB0FsC.

可得

Ts1 =


O1 + OT

1

[
O2 + P3

]T

∗ P4 + PT
4


 +

[
O3 OT

4

O4 0

]
.

其中：

O1 = AX + BD0CX + BC0M
T,

O2 = Y AX + Y BD0CX + NB0CX,

O3 = BD0(Fs − I)CX + [BD0(Fs − I)CX]T,

O4 = [Y BD0(Fs − I)CX + NB0(Fs − I)CX]T.

设

Ts2 =

[
O3 OT

4

O4 0

]
,

由式(16),可得到

Ts2 =

[
OT

3 (B̂(Fs0 − I)CX)T

B̂(Fs0 − I)CX 0

]
+

[
O5 (B̂Fs0LsCX)T

B̂Fs0LsCX 0

]
.

其中

O5 = BD0Fs0LsCX + (BD0Fs0LsCX)T.
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又设

Ts3 =

[
O5 (B̂Fs0LsCX)T

B̂Fs0LsCX 0

]
,

根据式(16),可得

Ts3 6α

[
BD0Fs0

B̂Fs0

]
Js

[
BD0Fs0

B̂Fs0

]T

+

α−1

[
(CX)T

0

]
Js

[
(CX)T

0

]T

.

结合Ts1, Ts2和Ts3,可得

Ts1 6
O1 + OT

1

[
O2 + P3

]T

∗ P4 + PT
4


+

[[
BD0

B̂

][
(CX)T

0

]][
αFs0JsFs0 (Fs0 − I)
(Fs0 − I) α−1Js

]
×

[[
BD0

B̂

][
(CX)T

0

]]T

.

根据定理1,利用式(17)和式(10),定理3获证.

4 考考考虑虑虑执执执行行行器器器故故故障障障的的的完完完整整整性性性(Control pos-
sessing integrity with actuator failures)
对于系统（1）考虑执行器故障(6),构成的闭环

系统为
˙̄x = Āax̄. (21)

其中: x̄ =

[
x
a
x

]
, Āa =

[
A + BFaD0C BFaC0

B0C A0

]
.

如下定理给出了考虑传感器故障动态输出完整

性控制器存在的充分条件.
定定定理理理 4 对于系统(2), 如果存在矩阵Â, B̂, Ĉ,

D̂以及矩阵X和Y , 适当调整参数β > 0, 使得LMIs
式(22)和不等式(12)可行,则系统存在考虑执行器故
障的完整性动态输出反馈控制器(2). 如果LMIs(22)
和(12)的可行解为(Â, B̂, Ĉ, D̂, X, Y ), 则考虑执行
器故障的完整性控制器的参数矩阵可由式(14)确定,
矩阵M和N通过式(15)确定, 对于式中的U11(β),
U21(β), U22(β)由式(18)确定.




V1 V2 ĈTU21(β) ĈTU22(β)
∗ V3 V4 (D̂C)TU22(β)
∗ ∗ −I 0
∗ ∗ ∗ −I


 < 0

(i = 1, 2, · · · , 2p ). (22)

其中:

V1 = AX + (AX)T + BϕaiĈ + (BϕaiĈ)T,

V2 = ÂT + A + BϕaiD̂C,

V3 = Y A + B̂C + [Y A + B̂C]T,

V4 = Y BU11(β) + (D̂C)TU21(β).
证证证 版面所限,略.

5 双双双故故故障障障完完完整整整性性性控控控制制制(Control possessing in-
tegrity with two failures )
综合定理3和定理4,可得双故障完整性控制器存

在的充分条件和设计方法.
定定定理理理 5 对于系统(1),传感器故障模型(4)和执

行器故障模型(6). 如果存在矩阵Â, B̂, Ĉ,以及正定
矩阵X和Y ,适当调整参数α > 0和β > 0,使得LMIs
(12)(20)和(22)可行, 则系统存在双故障完整性动态
输出反馈控制器(2).如果LMIs (12)(20)和(22)的可行
解为(Â, B̂, Ĉ, X, Y ), 则双故障完整性控制器的参
数矩阵可由式(14)确定,矩阵M和N通过式(15)确定,
其中 W11(α), W21(α), W22(α) 和 U11(β), U21(β),
U22(β)分别由式(17)和式(18)确定.

6 仿仿仿真真真实实实例例例(Example)
考虑如下线性系统




ẋ =



−1 1 0

0 0 1
0 −1 1


x +




1 0
1 1
2 1


 ,

y =

[
1 0 1
1 2 1

]
x.

(23)

传感器故障增益变化范围为0 6 fs1 6 1.2, 0.2 6
fs2 6 1.2;执行器故障增益变化范围为0.2 6 fa1 6
1.2, 0 6 fa2 6 1.2.
为了描述传感器发生故障时,闭环系统的极点的

分布情况,给出闭环极点的实部x和虚部y随传感器

故障矩阵Fs变化的函数:

x = Re

(
eig

([
A + BD0FsC BC0

B0FsC A0

]))
,

y = Im

(
eig

([
A + BD0FsC BC0

B0FsC A0

]))
.

其中eig(Z)表示矩阵Z的极点.
利用定理4,可得考虑执行器故障的具有完整性

动态输出反馈控制参数矩阵. 当系统的执行器没有
发生故障而传感器发生故障时,系统的完整性也将
受到破坏(见图1).
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图 1 当传感器发生故障时系统(21)闭环极点
Fig. 1 When sensor failure occurs, closed loop pole

of system (21)

利用定理5,可得双故障动态输出反馈控制参数
矩阵. 从图2和图3可以看出双故障完整性系统无论
传感器或执行器哪个发生故障都可以使系统保证完

整性.

图 2 双故障完整性系统当传感器发生
故障时闭环极点

Fig. 2 When sensor failure occurs, closed loop pole

of integrity with either failure

图 3 双故障完整性系统当执行器发生
故障时闭环极点

Fig. 3 When actuator failure occurs, closed loop pole

of integrity with either failure

7 结结结论论论(Conclusion)
本文利用LMI,研究了线性系统动态输出反馈具

有完整性控制器的设计.使用连续故障模型,本文给

出的双故障完整性系统的设计方案.所设计系统,无
论执行器或传感器哪个发生故障都可使系统保持完

整性.
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