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摘要:研究了含未知输入的非方广义系统的有限时间输入解耦观测器设计问题,在一定条件下基于非方广义系
统的结构特征,引入一个输入–状态对的非奇异转换,把含未知输入的非方广义系统等价地转化为输入已知的正常
状态空间系统.用传统的设计正常状态空间系统观测器的方法去构造含未知输入的非方广义系统的未知输入观测
器,并给出了观测器存在的充分条件,由此得出了有限时间观测器的设计步骤.
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Abstract: The problem of input decoupled observer design in finite time for nonsquare descriptor systems with
unknown input is investigated. Based on the constructive characteristics of the systems, an input-state pair of descriptor
systems is introduced, which transforms the nonsquare descriptor system with unknown input into a standard state-space
system where the input is known. It provides a new and simple method to construct unknown input observer for nonsquare
descriptor system by using some traditional methods for standard state-space systems. The sufficient conditions for
the existence of unknown input observer for nonsquare descriptor system are also given. From these, a unified design
procedure for the finite time observer is derived.
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1 引引引言言言(Introduction)
关于含未知输入的线性系统的观测器设计问

题, 最近30年来引起许多研究者的广泛重视. 由于
许多情况下扰动或输入不可测量,因此研究这个问
题无论在理论上还是在工程实践中都有重要意义.
对正常状态空间系统与广义系统来说,关于状态的
估计已有不少优秀成果[1∼3],但对未知输入的估计,
所得到的结果还不理想.文[4]所得到的观测器含有
系统的输出导数, 因而对于噪声本质上是敏感的.
文[5]所构造的观测器虽不含有系统的输出导数,但
观测器的输出不能渐近逼近系统输入. 文[6]设计
了Luenberger观测器, 并对未知输入作了估计.当广
义系统非方时, 文[7]构造了降维观测器, 文[8]研究
了比例积分观测器, 文[9]设计了Luenberger观测器,

并对未知输入作了估计.以上设计的都是“渐进逼
近型”观测器, 文[10]所研究的是正常状态空间系
统的有限时间观测器,当到达规定的有限时间时它
能精确刻划系统的状态. 本文讨论非方广义系统的
未知输入有限时间观测器,并对未知输入进行精确
估计,此观测器可用于故障检测,并在有限时间T时

能把故障精确地检测出来.

2 观观观测测测器器器设设设计计计与与与未未未知知知输输输入入入估估估计计计(Observer de-
sign and unknown input estimation)
考虑非方广义系统{
Eẋ = Ax + Bu + Dd, Ex(t0) = Ex0, t > t0,

y = Cx + Fd.
(1)

其中: E, A ∈ Rm×n, B ∈ Rm×k, C ∈ Rq×n, D ∈
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Rm×p, F ∈ Rq×p是已知常矩阵; x, y, u, d分别是状

态、输出、控制输入和未知输入; E是奇异矩阵,
0 <rank E = r < min{m,n},假定m 6 n.
定定定义义义 1 [10] 下述形式的观测器



ż(t) = Hz(t) + J1u(t) + J2y(t), t > t0,

x̂(t) = U1z(t) + U2z(t− T )+
V1u(t) + V2y(t),

d̂(t) = G1z(t) + G2z(t− T )+
Q1u(t) + Q2y(t)

(2)

为广义系统(1)的有限时间观测器, 如果总存在常
数T > 0,使得当t > T时, x̂(t) = x(t), d̂(t) = d(t)
对任意初始条件z(t0), Ex(t0)恒成立.

为设计如上形式的观测器, 对系统(1)作如下假
设:

A1) rank

[
0 E 0
E A D

]
= m + rank E, (3)

A2) rank




0 E 0
E A D

0 C F


 = n + p + rank E, (4)

A3) rank

[
A− λE D

C F

]
= n + p,

∀λ ∈ C, Reλ > 0. (5)

其中C表示复数集.
注注注 1 当(E, A)正则时, A1)等价于系统(E, A, D)脉

冲能控. A2)表明[D F ]T是列满秩的, 当(E, A)正则时, 系

统(E, A, C)脉冲能观, 同时也是保证引理2成立的充要条

件.当(E, A)正则时, A3)等价于系统(1)的传输零点是稳定

的. 基于A1)和A2),本文引进一个新的输入–状态对的非奇

异转换,把含未知输入的非方广义系统转化为输入已知的

正常状态空间系统.

注意到0 < rank E = r < m,故存在非奇异矩阵
M ∈ Rm×m, N ∈ Rn×n,使得

MEN =

[
Ir 0
0 0

]
. (6)

记



x=N

[
x1

x2

]
,MAN =

[
A1 A2

A3 A4

]
,MB=

[
B1

B2

]
,

MD =

[
D1

D2

]
, CN =

[
C1 C2

]
.

(7)
其中: x1 ∈ Rr, x2 ∈ Rn−r, A1 ∈ Rr×r, A2 ∈
Rr×(n−r), A3 ∈ R(m−r)×r, A4 ∈ R(m−r)×(n−r), B1 ∈

Rr×k, B2 ∈ R(m−r)×k, C1 ∈ Rq×r,C2 ∈ Rq×(n−r),
D1 ∈ Rr×p, D2 ∈ R(m−r)×p. 于是系统(1)受限等价
于下述系统:




ẋ1 = A1x1 + A2x2 + B1u + D1d,

x1(t0) = x10 = [Ir 0]N−1x0, t > t0,

0 = A3x1 + A4x2 + B2u + D2d,

y = C1x1 + C2x2 + Fd.

(8)

假设A1)等价于[A4 D2] 行满秩[11], 故存在非奇
异矩阵P ∈ R(n−r+p)×(n−r+p),使得

[A4 D2]P = [Im−r 0 0]. (9)

记



P =

[
P11 P12 P13

P21 P22 P23

]
,

[
A2 D1

C2 F

][
P11 P12 P13

P21 P22 P23

]
=

[
Ā21 Ā22 D̄1

C̄21 C̄22 F̄

]
.

(10)
式中: P11 ∈ R(n−r)×(m−r), P12 ∈ R(n−r)×(n−m),
P13 ∈ R(n−r)×p, P21 ∈ Rp×(m−r), P22 ∈ Rp×(n−m),
P23 ∈ Rp×p, Ā21 ∈ Rr×(m−r), Ā22 ∈ Rr×(n−m),
D̄1 ∈ Rr×p, C̄21 ∈ Rq×(m−r), C̄22 ∈ Rq×(n−m),
F̄ ∈ Rq×p. 作以下非奇异变换




x1

x2

d

u


 =




Ir 0 0 0 0
0 P11 P12 P13 0
0 P21 P22 P23 0
0 0 0 0 Ik







x1

x̄21

x̄22

d̄

u




. (11)

其中: x̄21 ∈ Rm−r, x̄22 ∈ Rn−m, d̄ ∈ Rp. 则系
统(8)被转化为




ẋ1 = Ā1x1 + B̄1u + W1w, t > t0, (12a)

x̄21 = −A3x1 −B2u, (12b)

y = C̄1x1 + B̄2u + W2w. (12c)

其中:



w =

[
x̄22

d̄

]
, Ā1 = A1 − Ā21A3,

B̄1 = B1 − Ā21B2, C̄1 = C1 − C̄21A3,

B̄2 =−C̄21B2,W1 =[Ā22 D̄1],W2 =[C̄22 F̄ ].
(13)

注意系统(12)是正常状态空间系统, w包含自由

状态x̄22及未知输入d, 于是, 含未知输入d的非方广

义系统(1)的观测器设计问题,即转化为含未知输
入w的正常状态空间系统(12)的观测器设计问题.
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引引引理理理 1 设假设A1)成立, 则假设A2)等价于
rank W2 = n−m + p (列满秩).

因为W2列满秩,由式(12c)得

w = W+
2 (y − C̄1x1 − B̄2u). (14)

其中W+
2 是W2的Penrose-Moore逆. 将式(14)代入

(12a), 并用(Iq − W2W
+
2 )左乘(12c),则系统(12)变为

如下系统:



ẋ1 = Ã1x1 + B̃1u + W1W
+
2 y, t > t0,

x̄21 = −A3x1 −B2u,

ỹ = C̃1x1 + B̃2u.

(15)

式中 



ỹ = (Iq −W2W
+
2 )y,

Ã1 = Ā1 −W1W
+
2 C̄1,

B̃1 = B̄1 −W1W
+
2 B̄2,

C̃1 = (Iq −W2W
+
2 )C̄1,

B̃2 = (Iq −W2W
+
2 )B̄2.

(16)

显然,系统(15)是输入已知的正常状态空间系统,
为了保证它的有限时间观测器存在,矩阵对(Ã1, C̃1)
必须能检,下面的引理讨论了(Ã1, C̃1)的能检性.
引引引理理理 2 设假设A1)∼A3)成立, 则矩阵对(Ã1,

C̃1)能检.

引理1和引理2的证明请参考文献[6]中引理1和
引理2的证明.
按引理2,有:
定定定理理理 1 设假设A1)∼A3)成立,则系统(15)的有

限时间观测器可设计为



ż(t) = Hz(t) + J1u(t) + J2y(t), t > t0,

x̂1(t) = K(z(t)− eHT z(t− T )),
ˆ̄x21(t) = −A3K(z(t)− eHT z(t− T ))−B2u(t),
ŵ = W+

2 y −W+
2 C̄1K(z(t)−

eHT z(t− T ))−W+
2 B̄2u.

(17)
其中




H =

[
H1 0
0 H2

]
=

[
Ã1 − L1C̃1 0

0 Ã1 − L2C̃1

]
,

J1 =

[
B̃1 − L1B̃2

B̃1 − L2B̃2

]
,

J2 =

[
W1W

+
2 + L1(Iq −W2W

+
2 )

W1W
+
2 + L2(Iq −W2W

+
2 )

]
,

S =

[
Ir

Ir

]
,K = [Ir 0r][S eHT S]−1.

(18)

L1, L2的选取应分别保证矩阵Ã1−L1C̃1, Ã1−L2C̃1

的特征根全部落在开左半复平面, 且Re λi(H1) <

σ < Re λj(H2), i, j = 1, 2, · · · , r. 由于有延迟时
间T，故观测器有初始条件z(t), t ∈ [t0 − T, t0].
引引引理理理 3 [10] 如果选择L1, L2 使得Re λi(H1) <

σ < Re λj(H2), i, j = 1, 2, · · · , r, 则当T > 0时,
det[S eHT S] 6= 0.

注注注 2 当T = 0时det[S eHT S] = 0,并且这些零点是孤

立的点, 因此对于充分小的时间T，det[S eHT S] 6= 0，所

以从理论上来说,可以设计一个输入状态观测器，使其在

任意短的时间内收敛于实际输入与状态.

注注注 3 引理3给出的条件是充分的, 并不是必要的.在

数例中只要选择H使得H1, H2的特征根不同即可. 而T几

乎可取R+中的任意数.

由式(11)(12b)(13)和(14)得
[

x2

d

]
=

[
R11 R12 R13

R21 R22 R23

] 


x1

u

y


 . (19)

式中 



R11 = −P11A3 − [P12 P13]W+
2 C̄1,

R12 = −P11B2 − [P12 P13]W+
2 B̄2,

R13 = [P12 P13]W+
2 ,

R21 = −P21A3 − [P22 P23]W+
2 C̄1,

R22 = −P21B2 − [P22 P23]W+
2 B̄2,

R23 = [P22 P23]W+
2 ,

(20)

因此可得如下定理：

定定定理理理 2 若系统(1)满足假设A1)∼A3), 则它的
有限时间观测器可按下式设计:



ż(t) = Hz(t) + J1u(t) + J2y(t), t > t0,

x̂(t) = U1z(t) + U2z(t− T ) + V1u(t) + V2y(t),
d̂(t) = G1z(t) + G2z(t− T ) + Q1u(t) + Q2y(t).

(21)
式中H, J1, J2如式(18)所示,



U1 = N

[
Ir

R11

]
K, U2 = −N

[
Ir

R11

]
KeHT ,

V1 = N

[
0

R12

]
, V2 = N

[
0

R13

]
, G1 = R21K,

G2 = −R21KeHT , Q1 = R22, Q2 = R23.
(22)

式中: Rij, i = 1, 2, j = 1, 2, 3;N, K 分别如式

(20)(6)(18)所示.

3 算算算例例例(Example)
试设计下述系统的有限时间观测器,其中：
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E =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0


 , A =




1 0 1 0
0 1 0 1
0 2 1 1


 ,

B =




1 0
1 0
0 1


 , C =




0 1 1 0
2 0 1 1
1 1 0 1


 ,

D = [1 0 2]T, F = [0 0 0]T,
x = [xT

1 xT
2 ]

T, xi ∈ R2, i = 1, 2,

初始时间为t0.
容易验证该系统满足假设A1)∼A3). 经计算得

Ã1 =




3
2

− 1

−4
3

2
3


 , B̃1 =


 1 − 1

2
1 0


 ,

W1W
+
2 =




1
2

0 −1
2

−1
3

1
3

2
3


 ,

C̃1 =




−1
3

2
3

1
3

− 2
3

−1
3

2
3




, B̃2 = 0.

选择式(18)中的L1 =


−6

3
2
−3

1 1 1


 , L2 =


−

3
2

12 −6

6 2 0


 使得Ã1 − L1C̃1, Ã1 − L2C̃1分别

有特征根−1 +
√

5j,−1 −√5j和−5,−2,令T = 2,
则得到如式(21)所示的有限时间观测器,其中：

H =




−2 6 0 0
−1 0 0 0

0 0 −5 12
0 0 0 −2


 ,

J1 =




1 −1
2

1 0

1 −1
2

1 0




, J2 =




−3
7
2

−4

0 0 1

−6
13
2

−7

1 −1 2




,

U1 =




0.1942 −0.0879 0.8058 0.0879
0.0486 −0.0220 −0.0486 1.0220

−0.0810 0.0366 −0.2524 −0.3700
−0.2752 0.1245 −1.0581 −0.4578


 ,

U2 =




0.0000 0.0605 −0.0000 −0.0605
0.0000 0.0151 0.0000 −0.0152

−0.0000 −0.0252 0.0000 0.0252
−0.0000 −0.0857 0.0000 0.0857


 ,

V1 =




0 0
0 0
0 0
0 0


 ,

V2 =




0 0 0

0 0 0
2
3

1
3

−1
3

−1
3

1
3

2
3




,

G1 =
[
0.1294 −0.0586 0.7039 −0.6081

]
,

G2 =
[
0.0000 0.0403 −0.0000 −0.0403

]
,

Q1 =
[
0 −1

2

]
,

Q2 =
[
−1

6
−1

3
−1

6

]
.

当t > 2 s时,该观测器实现x̂(t) = x(t), d̂(t) = d(t).
图1 给出了当u = [1 1]T, d(t) = sin t, t0 =
0, Ex(0) = [1 2 0]T, z(t) 的初始值为z(t) =
[5 3 6 3]T, − 2 6 t 6 0时状态x1和未知输入d的

仿真结果,为节约空间省略状态x2的轨线仿真.
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图 1 状态x1和未知输入d的仿真结果

Fig. 1 Simulation results of state x1 and unknown input d

4 结结结语语语(Conclusion)
本文讨论了含未知输入的非方广义系统的有限

时间观测器设计问题.首先,在初等代数框架下,通
过系统的输入–状态对的非奇异变换把广义系统的
这一问题等价地转化成正常状态空间系统的相应问

题; 其次, 设计正常状态空间系统的有限时间观测
器,由此得到非方广义系统的有限时间输入–状态观
测器. 文中还给出了非方广义系统的输入–状态观测
器存在的充分条件.
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