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摘要:针对一类系统矩阵不确定的线性系统,提出了一个新的鲁棒滑模观测器设计方法. 通过将系统矩阵的不确
定分为匹配的和非匹配的两部分,利用滑模控制对匹配不确定的绝对鲁棒性. 使得观测器具有更小的保守性. 基于
规范型和结构Lyapunov矩阵,将观测器的综合问题转化为一个简单易求解的LMI问题,并进一步给出了优化求解过
程,避免过大的控制输入. 最后,仿真实例验证了所提方法的有效性.
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Abstract: A novel robust sliding mode observer design method is proposed for a class of uncertain system with model
uncertainties. A less conservative design is achieved by dividing the model uncertainties into the matched part and the
mismatched part. Based on a canonical form, a directly solvable linear matrix inequality (LMI) is proposed to release the
constrained matrix equation causing the difficulty on synthesizing sliding-mode observer in previous results. Furthermore,
an optimal design procedure is presented for low control efforts. Finally, the effectiveness of the proposed method is
demonstrated by a simulation example.
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1 引引引言言言(Introduction)
滑模控制因其对匹配不确定的绝对鲁棒性在不

确定系统中得到广泛的研究和应用. 基于滑模控
制理论, Utkin[1]对线性系统给出了一个滑模观测器

设计方法, 该方法利用了滑模控制的等效控制量
特性. 当存在不确定项时, 等效控制量将不确定项
传递到下一步,一定程度上消弱了观测器的估计效
果. Walcott和Zak[2,3]利用Lyapunov稳定性理论来设
计滑模观测器, 但该方法一直缺乏有效的工具来求
解所归纳出的线性矩阵方程组. Xiong和Saif[4]通过
构建一个特殊的子系统进一步发展了Walcott和Zak
的结果. Tan和Edwards[5]提出了一个规范型,并在此
基础上将Walcott和Zak结论中的矩阵方程组转换为
线性矩阵不等式, 从而为滑模观测器设计问题建立
了一个可行框架. 然而,上述这些已有成果均未涉及

系统矩阵的不确定情况, 甚至匹配的系统矩阵不确
定情况也未考虑.针对具有系统矩阵不确定的系统,
Gu和Poon[6]提出了一个观测器的设计架构—-引入
一个额外的非线性输入控制量来处理系统矩阵的不

确定项.
本文受Gu和Poon[6,7]的工作所启发,深入研究了

一类具有系统矩阵不确定项系统的滑模观测器的设

计问题,证明了文献[2]中的线性矩阵方程等价于一
个特定结构的Lyapunov矩阵, 并由此给出了基于线
性矩阵不等式技术的新的滑模观测器的设计方法.
该方法通过将系统矩阵的不确定项分为匹配与不

匹配的两部分, 利用滑模观测器对匹配干扰的免疫
性,使得所得结论比Gu和Poon[6,7] 的方法具有更小

的保守性. 同时,初步探讨了观测器输入量的优化问
题.最后,仿真实例为所提方法进行了有效验证.
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文章中所用的符号为标准表示. ‖e‖为n维

向量e的欧式范数, ‖M‖表示矩阵M的谱范数,
而M⊥表示矩阵M ∈ Rn×m 的列满秩正交补矩

阵[8],即MM⊥ = 0或MTM⊥ = 0,且M⊥TM⊥ = I

若M⊥=/0(当M为满秩方阵时, M⊥ = 0). 下面的引
理将在随后的行文中用到.
引引引理理理 1 对任意的具有合适维数的向量x, y和

正实数γ,有如下不等式成立:

2xTy 6 γxTx + γ−1yTy. (1)

2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
考虑如下的线性不确定系统



ẋ(t) =

(A+4A(t))x(t)+Bu(t)+Dw(u, y, t),

y(t) = Cx(t).

(2)

其中: x ∈ Rn是状态向量, u ∈ Rm是输入向量,
y ∈ Rp是输出向量, w ∈ Rq 代表了外部的干扰输

入, 4A(t)为系统矩阵不确定项, A,B, C 和D是具

有适当维数的常矩阵. 不失一般性,假设在已知控制
律u(t)作用下, 闭环系统(2)相对于干扰W是有界输

入有界状态(BIBS)[9] . 另外,假设如下条件成立:
A1) 矩阵对(A,B)可控, (A,C)可观.
A2) 矩阵C 和D满秩,且rank(CD) = q.
A3) 系统矩阵不确定项4A(t)是未知但有界的,

满足‖4A(t)‖ 6 α,其中α为已知非负常数.
A4) 存在未知但有界的函数F1(t)和F2(y, t),n满

足‖F1(t)‖ 6 k1和‖F2(y, t)‖ 6 ρ(y, t)以至于外部干
扰可以表示为

w(u, y, t) = F1(t)u(t) + F2(y, t). (3)

其中: k1 是已知非负常数, ρ(y, t) 为已知非负标量
函数.
不失一般性,本文所设计的滑模观测器采用如下

形式:



˙̂x(t) =

Ax̂(t) +Bu(t)+L(y(t)−ŷ(t))+Lvv(t),

ŷ(t) = Cx̂(t).

(4)

其中: L ∈ Rn×p和Lv ∈ Rn×p为待定的增益矩阵,
v(t) ∈ Rp是非线性控制输入量. 定义观测误差向量

e(t) = x(t)− x̂(t), (5)

则问题可归纳为:选择合适的增益矩阵L, Lv和非线

性的输入量v(t)使得观测误差e(t)趋向于零.

3 规规规范范范型型型(Canonical form )
Tan 和Edwards 在文献[5]中给出了一个专门的

规范型来解决滑模观测器的综合问题.本文将给出

一个相似但略微简单的规范型, 并以其为基础得出
本文的结论.
引引引理理理 2 对系统(2),若q 6 p, rank(CD) = q,那

么必存在坐标变换阵T ,以至于在新坐标系下,输出
矩阵和外部干扰矩阵有如下结构:

C = [0 C2], D =

[
0

D2

]
. (6)

其中C2 ∈ Rp×p和D2 ∈ Rq×q均为非奇异矩阵.
证证证 定义如下变换矩阵

T1 =

[
C⊥T

C

]
. (7)

其中C 的正交补矩阵C⊥T ∈ Rn×(n−p). 在此变换后,
有

C̄ = CT−1
1 = [0 I], D̄ = T1D =

[
C⊥TD

CD

]
. (8)

注意到矩阵CD是列满秩的,由矩阵的奇异分解,易
得非奇异矩阵T0 ∈ Rp×p使得

T0CD =

[
0(p−q)×q

Ξq×q

]
. (9)

定义D̄2 = CD和非奇异矩阵

T2 =

[
In−p − C⊥TD(D̄T

2D̄2)−1D̄T
2

0 T0

]
. (10)

采用坐标变换矩阵T = T2T1,则直接可得式(6)结构
的输出和干扰矩阵.

4 主主主要要要结结结论论论(Main results )
不失一般性, 假设系统(2)具有式(6)的规范型

结构. 即, A 7→ TAT−1,4A 7→ T4AT−1, B 7→
TB,C 7→ CT−1和D 7→ TD. 从式(2)(4)和(5),可得
如下误差系统

ė(t) = (A− LC)e(t)− Lvv(t) +

∆Ax(t) + Dw(u, y, t). (11)

注意到D⊥D⊥T + D(DTD)−1DT = I ,上式可写为

ė(t) =

(A− LC)e(t)− Lvv(t) + D⊥D⊥T4Ax(t)+

D((DTD)−1DT4Ax(t) + w(u, y, t)). (12)

注注注解解解 1 由式(12)可见, 系统矩阵不确定部分4A(t)

被分成了两部分: 匹配部分D(DTD)−1DT4A(t) 和非

匹配部分D⊥D⊥T4A(t). 而滑模控制策略的突出优点
就是对匹配部分的完全抑制, 故所需考虑的将仅是非匹配
部分对系统的影响, 这比起一般的鲁棒设计[6]将具有较小

的保守性.
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定定定理理理 1 若存在对称正定矩阵P1∈R(n−p)×(n−p)

和P2 ∈ Rp×p, 矩阵K ∈ R(p−q)×(n−p)和Y ∈ Rn×p

及正实数ε1, ε2和γ使得如下线性矩阵不等式组成

立:

P =




P1 KT[Ip−q 0(p−q)×q][
Ip−q

0q×(p−q)

]
K P2


 > 0,

(13)

PA− Y C + ATP − CTY T + (ε−1
1 +

ε−1
2 )PD⊥D⊥TP + (ε1 + γ−1)α2I < 0, (14)

那么误差系统(12)是渐近稳定的, 相应的观测器系
统(4)具有参数矩阵L = P−1Y, Lv = P−1CT 和如下

的非线性输入:

v=
1
2
γGT(DTD)−1Gey+η

ey

‖ey‖+ε2α
2 ‖x̂‖2

‖ey‖2
ey.

(15)

其中:

η = α‖GT(DTD)−1DT‖‖x̂‖+

‖G‖(k1‖u‖+ ρ(y, t)),

G = [0q×(p−q) DT
2 ]P2C

−1
2 .

证证证 定义如下的Lyapunov函数

V = eTPe. (16)

注意到L = P−1Y ,其沿着误差系统(12)轨迹的微分
有

V̇ = eT(PA− Y C + ATP − CTY T)e−
2eTPLv + 2eTPD⊥D⊥T4Ax +

2eTPD[(DTD)−1DT4Ax + w]. (17)

由G = [0q×(p−q) DT
2 ],得

PD = CTGT. (18)

定义ey = y − ŷ,则式(17)最后一项可重写为

2eTPD[(DTD)−1DT4Ax + w] =

2eT
yG

T(DTD)−1DT4Ax + 2eT
yG

Tw. (19)

又引理1,可得

2eT
yG

T(DTD)−1DT4Ax 6
2eT

yG
T(DTD)−1DT4Ax̂ +

γ2eT
yG

T(DTD)−1Gey + γ−1α2eTe, (20)

2eTPD⊥D⊥T4Ax 6
ε−1
1 eTPD⊥D⊥TPe + ε1α

2eTe +

ε−1
2 eTPD⊥D⊥TPe + ε2α

2x̂Tx̂. (21)

其中标量ε1, ε2, γ > 0. 定义不等式(14)左侧为矩
阵−Q, 则Q ∈ Rn×n为对称正定矩阵. 从式(19)∼
(21), V̇的上界可放大为

V̇ 6 −eTQe + γeT
yG

T(DTD)−1Gey +

2eT
yG

T((DTD)−1DT4Ax̂ + w) +

ε2α
2x̂Tx̂− 2eTPLvv. (22)

将参数矩阵Lv = P−1CT和控制律(16)代入上式,得

V̇ 6 −eTQe. (23)

式(23)意味着估计误差e将会渐近趋于零点.
证毕.
注注注解解解 2 存在许多可能的正交补矩阵D⊥T,任一选择

都是可行的. 因为它们总是满足D⊥D⊥T+D(DTD)−1DT =

I,而出现在式(14)中的为D⊥D⊥T.
注注注解解解 3 控制律(15)的具体实现是较为困难的, 同滑

模控制律一样, 非线性项受限于开关的频率和动作的时延
是无法精确实现的, 并常常导致抖振现象. 这里引入一个
小的正实数r来改进控制律为

v =
1

2
γGT(DTD)−1Gey + η

ey

‖ey‖+ r
+

ε2α2 ‖x̂‖2
‖ey‖2 + r2

ey. (24)

易验证估计误差将被限制在零点附近的一个o(r)的小领域

内, 即‖ey‖ 6 kr, 其中k为一有限的正实数. 考虑这与滑模
控制中的去抖振方法类似, 以及Gu等在文献[7] 中的补充
说明, 这样做是完全可行的. 只是, 误差向量将不会真实地
到达零而是进入并被保持在零点附近的一个邻域内. 更详
细的处理这类问题的内容可以参考文献[10], 相似的结论
可见文献[6,7],在其中, Gu等将模型不确定性作为一个整
体来考虑,所得的结论具有较大的保守性.
在文献[2]中所提及的观测器综合需要求解如下

的受限矩阵不等式:

PA− Y C + ATP − CTY T < 0, (25)

s.t. DTP = GC. (26)

可以看出在定理1中，等式约束(26)被结构限制条
件(13)所代替.下面的定理进一步说明了此点.

定定定理理理 2 对具有规范性式(6)的线性系统(2),线
性矩阵方程(26)成立的充分必要条件是对称正定矩
阵P具有式(13)的结构.

证证证 充分性. 若P具有式(13),则取

G = [0q×(p−q) DT
2 ]P2C

−1
2 ,

可直接验证(26)成立.
必要性. 已知存在矩阵G使得式(26)成立.

那么将等式中的对称正定矩阵P分块为P =
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P1 P12

P T
12 P2

]
, 其中P12 ∈ R(n−p)×P . 由式(26), 可

得DT
2 [0 I]q×pP

T
12 = 0和DT

2 [0 I]q×pP2 = GC2. 由
于D2是非奇异的, 又[I 0]T是矩阵[0 I]q×p 的零空

间的基,故必然存在一个矩阵K ∈ R(p−q)×(n−p),使
得P12 = KT[I 0](p−q)×p, 即对称正定矩阵P具有

式(13)的结构. 证毕.
注注注解解解 4 定理2将观测器设计中的不易处理的线性

矩阵方程的约束条件等价为一个具有特殊结构(13)的对称
正定矩阵. 这样, 不可直接求解的受限LMI(25)(26) 就被
转化为LMI(13)(14). 而LMI (13)(14)可通过现有的LMI-
tools[11] 工具进行直接求解. Tan和Edwards[5]采用了一个

相似但不同结构的对称正定矩阵来处理约束条件(26), 却
没有给出其中的本质,即结构(13)与等式(26)之间的关系.
上面给出了设计滑模观测器的参数的基本方法.

然而由于所用的线性矩阵不等式常常存在许多可行

解, 而其中的一些较大数值的解会导致过高的控制
输入, 因此讨论如何来获得一个较优的可行解是十
分有必要的.
推推推论论论 1 如下的针对变量(X, P1, P2,K, ξ, γ, ε1,

ε2)的优化问题给出了定理1的优化解.

min tr X + tr P2 + ε2 + ξ + γ, (27)

s.t.: P =

[
P1 KT[I 0]

[I 0]TK P2

]
> 0, (28)

[
−P I

I −X

]
< 0, (29)

[
−ξI Y T

Y − ξI

]
< 0, (30)




Π PD⊥ PD⊥ αI

D⊥TP − ε1I 0 0
D⊥TP 0 − ε2 0

αI 0 0 − γI


<0. (31)

其中Π = PA− Y C + ATP − CTY T + Q + ε1α
2I .

注注注解解解 5 预先设定的对称正定矩阵Q 决定了误差向

量最小收敛速度,具体可见式(23). LMI (29)等价于X >

P−1, 因此min tr X相当于min tr P−1. 正实数 γ被引

入优化指标(27)中用来避免式(15)中存在过高控制量.
LMI(30)用来限制矩阵L = P−1Y范数. 这样匹配条件下
的观测器系统可以在较低控制成本下实现. 相似的动机
可以参看文献[5], 在其中, 详细论述了一个基于线性二次
高斯优化观测器的设计步骤. 这里所要强调的是, 不等
式(31)中与ε1相关的项限制了系统矩阵不确定项的幅度,
另外,相比于Gu等在文献[6]中结论所用到的P 2,不满秩的
项PD⊥D⊥TP为系统的鲁棒设计提供了更小的保守性.

5 数数数值值值例例例子子子(Numerical example)
这里考虑的是一个燃气火炉的模型. Gu等在文

献[6]中研究了没有外部干扰的此模型的观测器设
计问题.在其模型基础上, 加入外部干扰后, 模型的
状态空间描述如下:




ẋ(t) =

Ax(t)+∆A(t)x(t)+Bu(t)+Dw(u, y, t),

y(t) = Cx(t).

(32)

其中:

A=




−0.0186 −0.0065 0.0109 0.0129
0.0026 −0.1354 0.0310 0.004

−0.0972 0.0695 −0.1273 0.053
−0.0193 −0.0155 −0.1121 −0.4934


 ,

(33)

B =




0 0
0 0
0 −0.0960
0.4969 0.0453


 , D =




0
1
0
0


 ,

C=

[
0.6707 − 0.1085 − 0.0286 0.0086

− 0.2750 − 0.1933 − 0.2175 0.0060

]
. (34)

与文献[6]相同,系统矩阵的不确定项定义为4A =
δI . 这里取δ = 0.183 sin(10t). 外部的干扰假设
为w = [0 0.05]y(t) + 0.05 sin(10t)[1 1]u(t). 另,
假设系统初始条件为xT(0) = [1, 1, 1,−1]. 由以
上数据, 可以设定假设条件中, α = 0.183, k1 =
0.05

√
2和ρ(y, t) = 0.05[y2(t)].

据引理2,可得如下坐标变换矩阵

T =




−0.3574 −0.000 1.3530 −0.0185
0.0038 −0.0007 0.0148 1.000

−0.7195 0.000 −0.0815 −0.0046
−0.1141 −0.1234 −0.1319 0.0042


 .

(35)

由推论1,求解优化问题(27)∼(31),得

G = [−0.0168 − 0.1992],

η = 0.2965‖x̂‖+ 0.0141‖u(t)‖+ 0.01|y2(t)|,

L =




−0.3900 − 0.2745
0.0220 0.0678
−0.2626 0.1754
−0.0078 0.2180


 ,

Lv =




0.0148 − 0.0018
−0.0286 0.0035
−1.0642 0.1307

0.8552 1.5209


 .
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注意到以上参数是满足Gu等在文献[7]中补充说明

里所提的条件,即矩阵对(A − LC, Lv)是可控的,故

本文的设计框架是完全可行的. 将上述参数代入

式(4), 则可得观测器系统. 再由注解3, 取r = 0.01,

相应的连续非线性控制输入量为

v(t) =[
0.0416 0.4927
0.4927 5.8425

]
ey +

η
ey

‖ey‖+ r
+ 4.0

‖x̂‖
‖ey‖2 + r2

ey.

(36)

此时观测器系统是针对规范型系统设计的,因此

原系统状态的观测值为T−1x̂. 为了很好地显示所提

滑模控制器的效果,采用正弦信号作为系统的输入

量,即u(t) = [sin(0.1t), cos(0.1t)]T. 仿真结果如图1

所示.

图1显示了本文所提观测器,即使在系统矩阵不

确定性存在的情况下,仍然具有较好的观测效果.这

里需要指出的是文献[6]的方法是无法应用到此处

的,因为该方法所允许的系统矩阵不确定性,其范数

上届为δm = 0.179, 小于例子中的δ = 0.183. 容易

验证,应用本文所提的方法,系统矩阵不确定性的范

数上界为δm = 0.204, 这显示了本文方法具有更小

的保守性.

图 1 系统和观测器的轨迹(实线为系统
轨迹x,虚线为观测器轨迹x̂)

Fig. 1 Trajectories of system states x and observer
states x̂(solid line: x, dashed line: x̂)

6 结结结论论论(Conclusion)
针对一类具有系统矩阵不确定的线性系统, 给

出了一个新的鲁棒滑模观测器的设计方法. 该方法
的特点主要在两个方面, 一是将系统矩阵不确定项
分为匹配与不匹配两个部分, 利用滑模控制理论对
匹配不确定的绝对鲁棒性, 使得观测器具有更小的
保守性; 二是证明了Walcott和Zak提出的限制条件
等价于一个特殊结构的Lyapunov矩阵, 从而使得观
测器的综合问题转换为一个可以直接求解的LMI问
题.最后,数值仿真例子验证了所提方法的有效性.
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