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摘要:研究了一类含有故障执行器的线性不确定切换时滞系统的可靠保成本鲁棒控制问题.当执行器发生“严
重失效”—-未失效执行器不能镇定原系统时,基于多Lyapunov函数的方法,以线性矩阵不等式(LMIs)的形式给出
了状态反馈可靠保成本控制器存在的充分条件,同时对于闭环系统的成本函数进行了优化. 最后用仿真结果验证
了所设计方法的有效性.
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Reliable guaranteed-cost control
for a class of uncertain switched linear systems with time-delay
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Abstract: The problem of the reliable guaranteed -cost robust control for a class of uncertain switched linear time-delay
systems with actuator failures is addressed in this paper. When actuators suffer from “serious failure”, the survived
actuators can not stabilize the given system. Based on multiple Lyapunov function technique, we derived a sufficient
condition for the existence of state feedback reliable guaranteed-cost controller in terms of linear matrix inequalities (LMIs).
The cost function of the closed-loop system is also optimized via quadratic index. Finally, a numerical example illustrates
the effectiveness of the proposed approach.
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1 引引引言言言(Introduction)
切换系统由于其广泛的应用背景, 近年来引起

了人们极大的关注[1∼4]. 稳定性问题仍然是研究
最为集中的问题,其中多Lyapunov函数方法是分析
切换系统在某一切换策略下渐近稳定的常用工具.
Branicky 利用多Lyapunov 函数方法给出了切换系
统稳定性的结果[1], 在文献[5]中, Michel 等人在削
弱能量函数的保守性上做了许多有意义的工作,使
多Lyapunov函数方法使用范围更广泛.但利用该方
法研究切换时滞系统的文献还比较少见.
另一方面,在实际控制系统中,执行器发生失效

的情况往往是难以避免的. 在这种情况下,怎样使得
闭环系统渐近稳定并且满足一定的性能指标是一个

十分有意义的课题.自1972年Chang和Peng[6]提出参

数不确定系统保成本控制问题以来,不确定系统的
可靠保成本控制取得了很大的进展[7,8]. 但这些传统

的可靠保成本控制设计方案都有一个基本假设：未

失效执行器部分必须能镇定原系统.这显然是一个
理想的设计条件.在实际中,执行器常常会发生“严
重失效”—-未失效部分不能镇定系统,这时传统的
可靠保成本控制设计方案将无法使用.
本文针对一类不确定切换时滞系统,研究这种执

行器“严重失效”情况下的可靠保成本控制问题.
利用多Lyapunov函数的方法,以LMIs的形式给出了
系统存在状态反馈可靠保成本控制器的充分条件,
并对闭环系统的成本函数做了优化处理.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
考虑如下一类线性不确定切换时滞系统




ẋ(t) = (Aσ + ∆Aσ)x(t) + (Ahσ
+

∆Ahσ
)x(t− h) + Bσuσ(t),

x0(θ) = ϕ(θ), θ ∈ [−h, 0].

(1)
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其中: x(t) ∈ Rn为状态向量; σ(t) : [0,+∞) →
M = {1, 2, · · · ,m}是切换信号,它通常是一个依赖
于时间t或状态x的分段常值函数; ui ∈ Rki为控制

输入向量; Ai, Ahi
, Bi为具有适当维数的常数矩阵;

h为常数时滞; ∆Ai,∆Ahi
为系统中的不确定矩阵,

具有如下结构:

[∆Ai,∆Ahi
] = DiFi(t)[Ei, Ehi

].

其中: Di, Ei, Ehi
是具有适当维数的常数矩阵, Fi(t)

是未知函数矩阵,且满足

FT
i (t)Fi(t) 6 I.

将系统(1)中的执行器分成两部分: 第1部分Θi ⊆
{1, 2, · · · , ki}(i ∈ M)表示在系统运行中可能失
效的全体执行器所组成的集合; 第2部分Θ̄i ⊆
{1, 2, · · · , ki} − Θi(i ∈ M)则表示在系统运行中
不出现失效的全体执行器所组成的集合, 于是对
于Bi有下述分解：

Bi = BΘ̄i
+ BΘi

, i ∈ M.

其中BΘ̄i
, BΘi

是分别将Bi对应于Θi, Θ̄i 的列向量

取0得到.
定义系统运行中实际失效的执行器的集合

为ωi, ωi ⊆ Θi,ω̄i 为实际未失效的执行器集合, 则
有下列不等式成立:

BΘ̄i
BT

Θ̄i
6 Bω̄i

BT
ω̄i

, Bωi
BT

ωi
6 BΘi

BT
Θi

. (2)

对系统(1)定义二次型性能指标

J =
w ∞

0
[xT(t)Qx(t) + uT

σ(t)Ruσ(t)]dt. (3)

其中Q和R为正定加权矩阵.
下面给出切换时滞系统(1)的可靠保成本控制的

定义.
定定定义义义 1 对系统(1)和性能指标(3), 如果存在

一个状态反馈控制律u∗σ(t) 和一个正数J∗, 使得对
所有允许的不确定性和所有可能的执行器失效,
闭环系统是渐近稳定的, 并且其闭环性能指标满
足J 6 J∗, 则J∗ 称为不确定切换系统(1)的一个性
能上界, u∗σ(t)称为不确定切换系统(1)的一个状态反
馈可靠保成本(性能)控制律.

3 主主主要要要结结结果果果(Main result)
考虑切换时滞系统(1),令

uσ = Kσx. (4)

下面给出使系统(1)满足可靠保成本控制的一个
充分条件.
定定定理理理 1 若存在同时非负实数βij(或同时非正),

及正常数εi 以及对称正定矩阵Pi > 0, S > 0,使得
下面矩阵不等式组(

Σi PiAhi
+ εiE

T
i Ehi

* − S + εiE
T
hi

Ehi

)
< 0 (5)

对∀i ∈ M都成立,其中

Σi = Πi +
m∑

j=1

βij(Pi − Pj),

Πi = Q + S + PiAi + AT
i Pi +

ε−1
i PiDiD

T
i Pi −

PiBΘ̄i
R−1BT

Θ̄i
Pi + εiE

T
i Ei,

则对任何相应于ωi ⊆ Θi的执行器失效, 存在控制
增益为Ki = −R−1BT

i Pi的状态反馈控制器(4)使系
统(1)满足可靠保成本控制.当βij 同为非负时,性能
上界是

J∗ = max
i∈M

{ϕT(0)Piϕ(0) +
w 0

−h
ϕT(θ)Sϕ(θ)dθ};

(6)

当βij同为非正时,性能上界是

J∗ = min
i∈M

{ϕT(0)Piϕ(0) +
w 0

−h
ϕT(θ)Sϕ(θ)dθ}.

(7)
证证证 不妨设βij同为非负.令

Vi(xt) = xT(t)Pix(t) +
w t

t−h
xT(θ)Sx(θ)dθ.

Pi, S为满足式(5)的对称正定矩阵. 构造切换律σ =
arg max{xTPix, i ∈ M}.
利用多Lyapunov函数方法,结合式(5)和式(2),易

得到切换系统(1)渐近稳定性的证明. 由于篇幅有限,
此证明略去.
下面说明式(6)是相应的闭环性能指标的一个上

界. 不失一般性,假设xT
0 Pi0x0 = max

ik∈M
{xT

0 Pik
x0},根

据式(5)不难得到

J =
m∑

i=1

∞∑
j=1

w tij+1

tij

[xT(t)Qx(t) + uT
i Rui +

V̇i(x(t))]dt−
∞∑

k=0

w tk+1

tk

V̇ik
(x(t))dt 6

−
∞∑

k=0

w tk+1

tk

V̇ik
(x(t))dt =

Vi0(x(t0)) =

ϕT(0)Pi0ϕ(0) +
w 0

−h
ϕT(θ)Sϕ(θ)dθ.

当βij同为非正时,同理可证.
注注注 1 对于任意给定的矩阵Hi, 由Schur补引理,
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式(5)可以转化为如下LMIs的形式:
0
B@

Ξi PiAhi
+ εiE

T
i Ehi

PiDi

∗ − S + εiE
T
hi

Ehi
0

* 0 − εiI

1
CA < 0, i ∈ M. (8)

其中:

Ξi = Q + S + PiAi + AT
i Pi + HiBΘ̄i

R−1BT
Θ̄i

HT
i −

HiBΘ̄i
R−1BT

Θ̄i
Pi − PiBΘ̄i

R−1BT
Θ̄i

HT
i +

εiE
T
i Ei +

mP
j=1

βij(Pi − Pj).

考虑系统(1)和性能指标(3),不失一般性,当βij同

为非负时,令
w 0

−h
ϕ(θ)ϕT(θ)dθ = NNT,如果下面优

化问题

min
p1,p2,··· ,pm

m∑
i=1

ϕT(0)Piϕ(0) + tr W (9)

s.t. i)式(8),

ii) NTSN < W

有可行解P1, P2, · · · , Pm, 则存在使性能指标(6)次
优化的状态反馈控制器u∗σ(t) = K̂σ(t)x(t),次优系统
成本上界为

J∗ < ϕT(0)P̂ϕ(0) + tr W.

其中: P̂ = Pσ(t0), σ(t0) = arg max
i∈M

{ϕT(0)Piϕ(0)},

控制增益K̂i = −R−1BT
i P̂ .

4 仿仿仿真真真例例例子子子(Simulation example)
考虑线性不确定切换时滞系统(1),其中

A1 =

(
−5 0
−3 1

)
, A2 =

(
1 −2
0 −3

)
,

B1 =

(
2 1
1 0

)
, B2 =

(
3 1
1 2

)
,

Ah1 =

(
1 0.2

−0.1 0.6

)
, Ah2 =

(
0.5 0.1
0.2 0.4

)
,

E1 =

(
0.2 0.5
0.1 0

)
, Di =

(
0 0.2
0.5 0

)
,

Fi(t) = sin t, h = 1, E2 =

(
0 0.2
0.4 0

)
,

Ehi
=

(
0.1 0
0 0.1

)
, BΘ̄1 =

(
2 0
1 0

)
,

BΘ̄2 =

(
0 1
0 2

)
, i ∈ M = {1, 2}.

取成本函数(3)中的正定加权矩阵

Q = R =

(
0.5 0
0 0.5

)
.

当系统的执行器发生失效时, (Ai, BΘ̄i
)(i =

1, 2)是不可控的, 显然该系统的两个子系统是不
稳定的. 若取β12 = 1, β21 = 0.5, 通过求解优化问

题(9),得到正定矩阵

P1 =

(
1.7850 0.5029
0.5029 0.1428

)
,

P2 =

(
0.1591 0.6715
0.6715 2.8539

)
,

S =

(
0.2346 0.0515
0.0515 0.0403

)
.

令Ω1 = {x ∈ Rn|xT(P1 − P2)x > 0, x 6= 0}, Ω2 =
{x ∈ Rn|xT(P2 − P1)x > 0, x 6= 0},则Ω1 ∪ Ω2 =
Rn \ {0}. 下面给出切换律的设计:

σ(t) =





1, x(t) ∈ Ω1,

2, x(t) ∈ Ω2\Ω1.

设计次优状态反馈控制器ui = K̂ix =−R−1BT
i P̂ x,

其中P̂ = Pσ(t0). 取x0(θ) = (−1 2)T,由图1可以看
出,在所设计的次优状态反馈控制器下,系统是渐近
稳定的,并且得到一个次优成本上界

J∗=ϕT(0)P2ϕ(0)+
w 0

−1
ϕT(θ)Sϕ(θ)dθ=12.8887.

图 1 切换系统状态响应

Fig. 1 State responses of switched system

5 结结结论论论(Conclusion)
本文针对一类具有时变参数不确定性的线性切

换时滞系统,在系统执行器发生严重失效的情况下
对保成本控制问题进行了研究.利用多Lyapunov函
数的方法,以LMIs的形式给出了系统存在状态反馈
可靠保成本控制器的设计方案,使得闭环系统对所
有可能的不确定性和所允许的执行器失效是渐近稳

定的,同时给出闭环系统的成本上界的优化方法.
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