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摘要:广义预测控制(GPC)系统的闭环稳定性一直是控制理论分析的难点. 本文通过对预测控制系统闭环特征
多项式的研究,证明了一步预测比例积分型GPC系统的闭环稳定性;同时,利用根轨迹法分析了控制参数与闭环极
点的关系,明确了比例积分型GPC中参数的物理意义.通过一个数值仿真例子,从频域分析的角度说明了比例积分
型GPC较普通GPC的优越性.
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Abstract: The stability analysis of the generalized predictive control (GPC) systems is studied. Based on the analysis of
the characteristic polynomial of the closed-loop GPC systems, the stability of the closed-loop systems with one step ahead
proportional-integral GPCs is proved. By using the root-locus method, the relationship between the poles of the closed-
loop and the design parameters is explored, and the practical meanings of the design parameters in the proportional-integral
GPCs are clarified. A simulation example is presented, by which the superiority of the proportional-integral GPC over the
conventional GPC is explained from the point of view of frequency domain.
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1 引引引言言言(Introduction)
20世纪50年代末,在航空、航天等技术的推动下,

控制科学开始了从经典控制论向现代控制论的过

渡.以状态空间法为主体的现代控制论给工业过程
控制引进了状态反馈、解耦控制、最优控制等一系

列新的思想方法. 但当人们将现代控制理论应用于
实际工业过程时,遇到了很大的困难.这主要是由于
现代控制论的这些方法必须基于被控对象精确的数

学模型,而实际的工业过程不仅内部机理复杂,而且
其参数往往随时间和环境的变化而改变,工业现场
的各种不确定干扰也很多, 因此工业自动化迫切要
求一种简单易行、鲁棒性好、便于实时计算的新型

控制算法.
1980年前后, Richalet等人基于对象脉冲响应模

型提出了模型预测启发控制(model predictive heuris-
tic control, MPHC), 并介绍了其在过程控制中的效

果. Culter基于对象阶跃响应模型提出了动态矩阵
控制(dynamic matrix control, DMC). 这些算法具有
对模型要求低、滚动优化、反馈校正等许多优点,引
发了预测控制在工业过程控制中的大量应用. 在
预测控制思想的带动下, 其他控制理论研究者也
吸取预测控制的优点, 不断发展出了新的控制算
法. 1987年Clarke将自校正控制与预测控制相结合,
提出了广义预测控制(generalized predictive control,
GPC), 使得该控制器具有较强的适应能力, 在复杂
工业过程中获得了成功的应用[1∼4]. 此后对各种
改进GPC算法的研究蓬勃兴起. 由于传统的PID控
制算法简单可靠, 至今仍在大量的工业控制中应
用. 文[5]将PID的反馈结构和GPC的预测功能相结
合, 提出了鲁棒性更好、更适于工业现场应用的比
例积分型广义预测控制器(proportional and integral
generalized predictive control, PIGPC),并用仿真算例
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从时域角度说明了该控制器较普通GPC的优越性.
本文基于预测控制系统的闭环特征多项式,从理

论上严格证明了一步预测PIGPC的闭环稳定性. 利
用根轨迹方法分析了控制参数与闭环极点的关系,
明确了PIGPC中参数的物理意义. 给出了一个数值
仿真例子, 从频域稳定裕度的角度说明了PIGPC较
普通GPC的优越性.

2 对对对象象象模模模型型型与与与预预预测测测控控控制制制律律律(System model and
predictive control)
本文考虑如下常用的CARIMA模型[5]

A(z−1)y(t) = z−1B(z−1)u(t) + C(z−1)ε(t)/∆,

(1)
其中: y(t)和u(t)分别为系统的输出量和控制量,
{ε(t)}为零均值白噪声序列, z−1为后移算子, ∆ =
1 − z−1为向后一阶差分算子, A(z−1), B(z−1)
和C(z−1)为如下形式的后移算子z−1的多项式:

A(z−1) =1 + a1z
−1 + · · ·+ ana

z−na ,

B(z−1) =b0 + b1z
−1 + · · ·+ bnb

z−nb ,

C(z−1) =1 + c1z
−1 + · · ·+ cncz

−nc ,

其中C(z−1)零点全部在单位圆内.
比例积分型广义预测控制目标函数取如下形式

J =E{
Ny∑
j=1

ki[e(t + j)]2 + kp[∆e(t + j)]2+

λ
Nu∑
j=1

[∆u(t + j − 1)]2}, (2)

其中: Ny为预测时域长度, Nu为控制时域长度,
Ny > Nu, ki > 0, kp > 0, λ为控制加权系数,
{e(t + j)}为误差序列

e(t + j) = wj(t)− y(t + j), j = 1, 2, · · · , Ny;

{wj(t)}为给定值yr(t)的柔化序列{
w0(t)=y(t),
wj(t)=αwj−1(t)+(1− α)yr(t), j =1, 2, · · · , Ny,

(3)
α ∈ [0, 1)为给定的柔化因子.
为求得输出j步向前最优预测, 求解如下两组

Diophantine方程{
C(z−1) = A(z−1)∆Ej(z−1) + z−jFj(z−1),
Ej(z−1)B(z−1) = Gj(z−1)C(z−1) + z−jHj(z−1),

(4)
其中j = 1, 2, · · · , Ny,

Gj(z−1) = g0 + g1z
−1 + · · ·+ gj−1z

−(j−1).

对j = 1, 2, · · · , Ny,记

yj(t) =
Fj(z−1)
C(z−1)

y(t) +
z−1Hj(z−1)

C(z−1)
∆u(t), (5)

则极小化式(2),可得到比例积分型广义预测控制律

u(t) = u(t− 1) + dT
c (w̄ − ȳp), (6)

其中:

ȳp =[y1(t), · · · , yNy(t)]
T, w̄=[w1(t), · · · , wNy(t)]

T,

dT
c =ηT(λINu +GT

I(kiINy +kpS
TS)GI)−1GT

I(kiINy+

kpS
TS), η = (0, 0, · · · , 1)T1×Nu

,

S=




1

−1
. . .
. . . . . .

−1 1




Ny×Ny

, GI=




g0

g1 g0

...
. . .

gNu−1 · · · · · · g0

...
...

gNy−1 · · · · · · gNy−Nu




.

这里只保留了后文所用到的符号说明, 最优预测控
制律(6)的详细推导可参见文[5].
注注注 1 要求噪声多项式C(z−1)的零点全部在单位圆

内,主要基于以下两点原因:
A) 辨识算法收敛性的需要:可将模型(1)改写为

A(z−1)∆y(t) = z−1B(z−1)∆u(t) + C(z−1)ε(t).

因此可以将∆y(t)和∆u(t)分别作为输出量和输入量, 采用
拓广最小二乘法(ELS) 辨识A(z−1), B(z−1), C(z−1). 采
用ELS辨识参数时, 算法的收敛性条件要求C(z−1)的零点

全部在单位圆内[6,7].
B) 对于典型的工业过程, C(z−1)通常是时变的, 很难

在线估计, 这时可以根据对噪声过程的先验知识选取
T (z−1)代替C(z−1),也要求T (z−1)的零点在单位圆内[2].
注注注 2 当ki = 1, kp = 0时,由目标函数(2)和控制律(6)

可知, PIGPC退化为GPC.

3 闭闭闭环环环系系系统统统的的的稳稳稳定定定性性性分分分析析析(Stability analysis
of the closed-loop systems)
记

ᾱ = [α, α2, · · · , αNy ]T, θ = [1, 1, · · · , 1]1×Ny ,

F̄ (z−1) = [F1(z−1), F2(z−1), · · · , FNy(z
−1)]T,

H̄(z−1) = [H1(z−1),H2(z−1), · · · ,HNy(z
−1)]T.

为叙述简单,在不致引起混淆的情况下, 下面将
略去z−1多项式中的z−1. 例如, A(z−1)略为A代表,
F̄ (z−1)略为F̄ . 由式(3)得

w̄ = ᾱy(t) + (θ − ᾱ)yr(t). (7)

由式(5)得
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ȳp =
F̄ y(t) + z−1∆H̄u(t)

C
. (8)

将式(7)(8)代入式(6)得

(C + z−1dT
c H̄)∆u(t) =

dT
c (θ − ᾱ)Cyr(t)− dT

c (F̄ − ᾱC)y(t). (9)

记T (z−1) = C + z−1dT
c H̄ , S(z−1) = dT

c (F̄ − ᾱC),
R(z−1) = dT

c (θ − ᾱ)C,则由式(9)得

u(t)=
R

T∆
yr(t)− S

T∆
y(t)=

S

T∆
[
R

S
yr(t)−y(t)].

(10)

记D(z−1) =
S

T∆
, Gr(z−1) =

R

S
, G(z−1) =

z−1B

A
,

N(z−1) =
C

A∆
,则由模型(1)易知从yr(t)到y(t)的传

递函数为

G∗(z−1) =Gr(z−1)
D(z−1)G(z−1)

1 + D(z−1)G(z−1)
=

z−1BR

AT∆ + z−1BS
. (11)

考察有d步延迟的系统模型. 式(1)可写为

A(z−1)∆y(t) = z−dB̃(z−1)u(t) + C(z−1)ε(t),
(12)

其中: B̃(z−1) = zd−1B(z−1)∆, b0 = b1 = · · · =
bd−2 = 0, bd−1 6= 0.
引引引理理理 1[8] 多项式Gj(z−1)的前j项系数就是被

控对象阶跃响应前j个采样时刻的值,即在收敛域内
z−1B

A∆
= g0z

−1 + g1z
−2 + · · ·+ gjz

−(j+1) + · · · .

引引引理理理 2 若系统存在d步延迟,则g0 = g1 = · · ·
= gd−2 = 0, gd−1 = bd−1.
证证证 由引理1和B̃(z−1) = zd−1B(z−1)∆, b0 =

b1 = · · · = bd−2 = 0, bd−1 6= 0即得.
对于模型(12),将研究具有参数Ny = d, Nu = 1,

λ = 0, α ∈ [0, 1), ki ∈ (0,∞), kp ∈ [0,∞)的一
类PIGPC给出的闭环系统的稳定性.
由于系统存在d步延迟,由引理2易得

Gj(z−1) = 0, j = 1, 2, · · · , d− 1,

Gd(z−1) = gd−1z
−(d−1).

(13)

定定定理理理 1 记T0 = C + g−1
d−1z

−1Hd, S0 = g−1
d−1Fd,

则

AT0∆ + z−1BS0 = g−1
d−1z

d−1BC. (14)

证证证 由式(4)(13)得
S0

T0

=
Fd

(gd−1C + z−1Hd)
=

Fd

[gd−1C + zd−1(EdB − Cgd−1z−(d−1))]
=

Fd

zd−1BEd

. (15)

将S0代入式(15)得

gd−1T0 = zd−1EdB. (16)

由式(15)得

A∆ + z−1B
S0

T0

= A∆ + z−1 Fd

zd−1Ed

.

由此及式(4)得
AT0∆ + z−1BS0

T0

=
C

Ed

,

进而由式(16)知式(14)成立.
下面推导闭环特征多项式AT∆ + z−1BS. 由

kiINy + kpS
TS =




−2kp+ki−kp

−kp
. . . . . .
. . . . . . −kp

−kp ki+kp




,

得

dT
c = (0, 0, · · · ,

−kp

ki + kp

g−1
d−1, g

−1
d−1)1×Ny ,

T = T0 +
−kp

ki + kp

g−1
d−1z

−1Hd−1,

S = S0+(
−kp

ki+kp

g−1
d−1α

d−1− −kp

ki+kp

g−1
d−1α

d)C+

−kp

ki + kp

g−1
d−1Fd−1.

因此,

(AT∆ + z−1BS)− (AT0∆ + z−1BS0) =

z−1 −kp

ki + kp

g−1
d−1(A∆Hd−1 + BFd−1)+

z−1BC(
kp

ki + kp

g−1
d−1α

d−1 − g−1
d−1α

d) =

z−1BC(
kp

ki + kp

g−1
d−1α

d−1 − g−1
d−1α

d)+

−kp

ki + kp

g−1
d−1z

d−2BC.

再由定理1得
AT∆ + z−1BS =

AT0∆ + z−1BS0 +
−kp

ki + kp

g−1
d−1z

d−2BC+

z−1BC(
kp

ki + kp

g−1
d−1α

d−1 − g−1
d−1α

d) =
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g−1
d−1z

d−1BC[1− kp

ki + kp

z−1+

z−d(
kp

ki + kp

αd−1 − αd)]. (17)

注意到,由引理2, gd−1 = bd−1.所以,若令γ = kp/ki,

γ∗ =
γ

1 + γ
, 则γ ∈ [0,∞), γ∗ ∈ [0, 1), 且式(17)的

右边可写为

b−1
d−1z

d−1BC[1− γ∗z−1 + z−d(γ∗αd−1−αd)]. (18)

引引引理理理 3 当0 6 γ <
1 + αd

αd−1(1− α)
时,有

1
1 + γ

> |γ∗αd−1 − αd|. (19)

证证证 由γ∗的定义易知0 6 γ∗ <
1 + αd

1 + αd−1
等价

于06γ <
1 + αd

αd−1(1− α)
. 因此,只需证明当06γ∗<

1 + αd

1 + αd−1
时式(19)成立即可.下面,分γ∗>α和γ∗<α

两种情况讨论.
当γ∗ > α时, 有γ > (1 + γ)α, 进而有γαd−1 −

(1 + γ)αd > 0和

γ∗αd−1 − αd =
γαd−1 − (1 + γ)αd

1 + γ
> 0.

再注意到由
γ

1 + γ
= γ∗ <

1 + αd

1 + αd−1
可得1 >

γαd−1 − (1 + γ)αd,所以有
1

1 + γ
>

γαd−1 − (1 + γ)αd

1 + γ
= |γ∗αd−1 − αd|.

因此,式(19)成立.
当γ∗ < α时,有(1+γ)α > γ,进而有(1+γ)αd−

γαd−1 > 0和

−(γ∗αd−1 − αd) =
(1 + γ)αd − γαd−1

1 + γ
> 0.

再注意到由α ∈ [0, 1)知
1−αd

1−αd−1
−α =

1−α

1−αd−1
> 0,

所以有
1− αd

1− αd−1
> α > γ∗ =

γ

1 + γ
. 由此可得

1 > (1 + γ)αd − γαd−1和

1
1 + γ

>
(1 + γ)αd − γαd−1

1 + γ
= |γ∗αd−1 − αd|.

因此,式(19)成立.
定定定理理理 2 在具有参数Ny = d, Nu = 1, λ = 0, α ∈

[0, 1), ki ∈ (0,∞), kp ∈ [0,∞)的PIGPC控制下, 若
B(z−1)和C(z−1)的零点全部在单位圆内, 且0 6
γ <

1+αd

αd−1(1−α)
,则闭环特征多项式AT∆ + z−1BS

的零点全部在单位圆内,即闭环系统是渐近稳定的.
证证证 由式(17)和(18)知,只需要证明1 − γ∗z−1 +

z−d(γ∗αd−1− αd)在|z| > 1上无零点即可.
注意到zd−γ∗zd−1在|z| < 1上解析,在|z| 6 1上

连续,且利用引理3知在|z| = 1上有

|zd−γ∗zd−1|> |z|−γ∗=
1

1+γ
> |γ∗αd−1−αd|.

所以由儒歇定理知,多项式zd−γ∗zd−1+(γ∗αd−1−αd)
与多项式zd−γ∗zd−1在单位圆内有同样多的零点.
由于γ∗ ∈ [0, 1), 所以zd−γ∗zd−1在单位圆内有d个

零点. 从而多项式zd−γ∗zd−1 +(γ∗αd−1−αd)在单
位圆内有d个零点, 在|z| > 1上无零点; 或等价地,
1−γ∗z−1+z−d(γ∗αd−1−αd)在|z|>1上无零点.
注注注 3 由定理2可见当α → 0时, γ的稳定域上界趋于

无穷, 因此较小的α不会破坏稳定性; 而当α → 1时, γ的稳

定域上界也趋于无穷. 但应指出的是,较大的α将导致系统

的响应缓慢,上升时间增加. 而从仿真算例例1可以看出,增
大α, 可以提高系统的稳定裕度. 因此, 这里有一个在响应
快速性和系统鲁棒性求得平衡的问题,而正是在这一点上,
PIGPC比GPC做得更好,可参见仿真算例.
注注注 4 由式(17)(18)知, 控制器参数ki, kp, α 对系

统闭环特征根的影响是通过改变多项式zd − γ∗zd−1 +

(γ∗αd−1 − αd) 的零点实现的. 由定理2知, 当0 6 γ <

1 + αd

αd−1(1− α)
时, 该多项式的零点全部在单位圆内. 注意到

当α趋于0时, γ的稳定域上界趋于∞ (γ∗的稳定域上界趋
于1). 下面用根轨迹的方法分析该多项式的零点是如何随
控制器参数的选择而改变的. 通过下面的分析将会看到定
理2中关于γ 的限制性条件实际上是不需要的,即对于任意
的γ >0 (γ∗∈ [0, 1)),该多项式的零点全部在单位圆内.
需要指出的是,这里没有要求被控对象是开环稳

定的. 因此,所得结果既适用于开环稳定情形,也适
用于开环不稳定情形.
固定α关于γ∗的根轨迹方程为

γ∗
zd−1 − αd−1

zd − αd
= 1. (20)

该根轨迹有如下特点：

A) 开环极点为αd的d次复方根, 均匀分布在
|z| = α的圆周上; 有限开环零点有d − 1个, 为
αd−1的d − 1次复方根, 也均匀分布在|z| = α的圆

周上,有一个∞开环零点.
B)有d − 1条根轨迹分支从d − 1个开环极点出

发,终止于d−1有限开环零点. 其中有一个不动点分
支: 从z = α到z = α. 有一条分支从开环极点出发,
终止于∞ (这只是γ∗ = ∞时,实际上γ∗ ∈ [0, 1)).

C)当γ∗ = α时,除不动点分支外,全部分支汇于
原点,即根轨迹方程有d− 1重零根,有一个z = α的
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实根.
对于d为奇数情形,与图1类似,有d− 3条花瓣形

复分支, 起始于开环极点, 终止于有限开环零点, 其
中一条分支起始于开环极点, 终止于z = −α, 加上
不动点z = α, d − 1条分支全部位于|z| = α的圆内.
只有一条根轨迹分支从开环极点出发, γ∗足够大后

经过z = 1,跑出单位圆. 由于γ∗ ∈ [0, 1)如果根轨迹
方程有z = 1的根时γ∗ > 1,说明当γ∗ ∈ [0, 1)时,根
轨迹始终位于单位圆内.

d为偶数时类似,只不过这时有d− 2条花瓣形复
分支始终位于|z| = α的圆内,有一条不动点分支,有
一条实分支从z = −α出发,终止于∞. 稳定性也取
决于这条分支.
由方程(20)知, 当根轨迹方程有z = 1的根时

γ∗ =
1− αd

1− αd−1
> 1可见从根轨迹直观分析, 当

γ∗ ∈ [0, 1)时,根轨迹完全位于单位圆内.
注注注 5 由式(11)(17)和(18)得闭环系统的传递函数为

G∗(z−1) =
dT
c gd−1(θ − ᾱ)

zd[1− γ∗z−1 + z−d(γ∗αd−1 − αd)]
, (21)

所以如果只从输入输出稳定性考虑, 闭环系统的稳定性
与被控对象的极点和零点, 也即A(z−1)和B(z−1)的零点

无关. 再结合注4可知, 闭环系统的输入输出稳定性与被
控对象的模型和控制器参数ki, kp, α的选取无关, 一步预
测PIGPC可以使闭环极点全部配置在单位圆内.
注注注 6 由式(17)知B(z−1)的零点全部在单位圆内, 实

际上是闭环系统渐近稳定(但不是输入输出稳定)的必要
条件. 注意到GPC是PIGPC的特例, 可以说采用一步预测
跟踪控制要求被控对象的零点全部在单位圆内, 这是一
步预测跟踪控制的一个基本限制. 实际上最小方差控制
也要求被控对象的零点全部在单位圆内, 这也是因为最小
方差控制也是一步预测跟踪控制的缘故[9,10]. 但一步预
测PIGPC仍然解决了最小方差控制中存在的控制信号过
大的问题; 而PIGPC由于在目标函数中引入了kp项,实际
上引入了对跟踪误差增量的惩罚, 从而使控制动作更加平
缓, 特别有利于现场执行机构的保护. 对于B(z−1)有不稳

定零点的对象, 可采用多步预测PIGPC. 具体实例可参见
文[5].
由于一步预测PIGPC要求系统的时延d确切已

知,这对于某些工业过程较难获得,因此研究对时延
变化的鲁棒性更好的多步PIGPC的稳定性是未来研
究的的重要方向.对于多步预测控制,目前已知的有
关的稳定性的结果[2,11∼13]大都要求λ = 0或Ny →
∞. 其中文[2]指出若Nu = Ny, Ny → ∞, λ >

0或Ny →∞, Nu →∞, Nu 6 Ny − n + 1, λ = 0时,
闭环系统是稳定的,文[1]建议Ny > nb,最好选取较
大的Ny, 相应的接近于对象的上升时间. 由此可见

适当的增大预测时域是必要的,不会破坏稳定性. 由
引理2和式(6)可知,当Ny <d时, dT

c =0,从而使反馈
控制律失效. 因此若对象的时延上界dmax已知, 建
议Ny的选取至少满足Ny >max{Nu, dmax, nb}.

图 1 d = 3, α = 0.4时根轨迹

Fig. 1 Root locus with parameters d = 3, α = 0.4

图 2 d = 6, α = 0.5时根轨迹

Fig. 2 Root locus with parameters d = 6, α = 0.5

4 仿仿仿真真真算算算例例例(Simulation example)

当ki = 1, kp = 0时PIGPC退化为普通GPC.从下
面仿真例子中可以看出, kp的引入增大了系统阻尼,
使输出更加平缓; ki的增大则有相反的效果.通过平
衡kp和ki,可以实现既增大了稳定裕度,又保持一定
的动态性能,即更容易实现时域和频域的“双赢”.
例例例 1 系统模型为:
z−1B(z−1)

A(z−1)
=

z−1(0.368 + 0.2657z−1)
1− 1.368z−1 + 0.368z−2

,

C(z−1) = 1, yr(t) = 100, ε(t) = 0;

指标参数: Ny = 5, Nu = 1, λ = 0.5, ki = 1;
控制方案1: α = 0.1, kp = 0;
控制方案2: α = 0.8, kp = 0;
控制方案3: α = 0.1, kp = 16;
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图 3 例1不同控制策略时域响应对比
Fig. 3 Comparison of time-domain responses among

different control strategies of example 1

图 4 例1不同控制策略稳定裕度对比
Fig. 4 Comparison of stability margins among

different control strategies of example 1
由图3和图4可见, 如果采用普通型GPC, 那么增

大α可以提高系统的稳定裕度(方案2), 但如果采
用PIGPC, 那么保持α不变, 增大kp不仅可以获得更

大的稳定裕度(图4), 而且相应的时域响应更加迅
速(图3). 3种控制方案的幅值裕度和相角裕度如下
表所示:

表 1 例1的稳定裕度对比表
Table 1 Comparison of stability margins of example 1

方案１ 方案2 方案3

幅值裕度/dB 8.279 8.640 9.022
相角裕度/(o) 43.2674 49.1267 49.7830

5 结结结论论论(Conclusion)
本文基于预测控制系统的闭环特征多项式,证明

了一步预测PIGPC的闭环稳定性. 利用根轨迹方法
分析了控制参数与闭环极点的关系, 明确了PIGPC
中参数的物理意义.通过数值仿真例子,从频域稳定
裕度的角度说明了PIGPC较普通GPC的优越性. 发
现PIGPC中的参数ki增大有利于时域响应的快速性,

而另一参数kp增大则有利于提高频域稳定裕度.未
来的研究方向是多步PIGPC的稳定性, 特别是闭环
稳定性与时延d,预测时域Ny的关系,从而为设计对
系统时延变化鲁棒性更好的控制器提供指导.
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