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通通通信信信带带带宽宽宽有有有限限限的的的重重重置置置控控控制制制系系系统统统

郭 戈

(大连海事大学自动化学院,辽宁大连 116026)

摘要:针对经由具有通信带宽限制的网络通道构成反馈的重置控制系统,讨论了时变网络化控制系统的建模与
镇定问题,利用Lyapunov方法获得了这类系统的指数稳定性判据,并将该结论推广到有界摄动条件下的鲁棒稳定性
问题.随后又利用Riccati矩阵微分方程方法,得到了一种更加实用的指数稳定性条件,并证明该结论对于渐进跟踪
问题和扰动抑制问题仍然成立.
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Abstract: The modeling and stabilization of time-varying networked reset-control systems closed via a channel with
restricted communication bandwidth are studied in this paper. Exponential stability criteria for such systems are obtained
using Lyapunov method, which is further extended to the case of robust stability of such systems with bounded perturbation.
Then a more easily testable exponential stability condition is derived based on Riccati matrix differential equation. This
result is proved to be applicable to the asymptotic tracking and disturbance rejection problems of such systems.
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1 引引引言言言 (Introduction)
重置控制系统指的是当控制器输入为零时系统

的状态或部分状态重置为零的线性系统,这一点与
切换控制、继电器控制以及滑模控制类似, 即都采
用一个用来强制改变控制信号的切换平面. 重置控
制的思想主要是为了克服由Bode增益-相角关系所
确定的线性反馈控制系统的不足[1,2]. 为了使系统在
低频和高频段满足Bode稳定性以及波形指标,通常
需要设计一个线性补偿器, 而重置控制器则是为了
使系统进而满足超调要求.
有关重置单元和重置控制的研究开始于20世

纪50年代. 1958年, Clegg提出了重置积分器的概
念[3], (称作Clegg积分器,CI), 其描述函数类似于线
性积分器的频率相应,只是相角滞后比后者小得多.
大约20年后, Horowitz等[4]重新展开该问题的研究,
他们的主要贡献是将Clegg的CI概念推广到一阶重
置单元(FORE), 并把它们引入控制系统设计之中.
具体来说, 他们主要研究如何设计重置控制器, 使
系统实现用线性补偿器无法实现的性能指标,特别

是超调量指标,并对重置控制器与线性补偿器之间
的关系进行了研究. Bobrow等[5]研究了CI控制器作
用下二阶系统的稳定性问题,并得到了内部稳定的
充分必要条件.只是该结论并不是便于判断稳定性
的一般结论.近来, Beker等[6] 提出了一种易于理解

的Lyapunov稳定性条件.文献 [7,8]等研究了重置控
制的实际应用问题.
有关网络环境下控制系统的建模、分析和控制

的研究已成为热点研究问题之一.网络化控制系统
的主要难点之一是由网络引起的延迟,如传感器-控
制器延迟以及控制器–执行器延迟等,它们使系统性
能恶化甚至不稳定. 迄今为止, 该领域的研究主要
集中于传统的线性控制系统[9∼12]. 这些针对线性系
统而得到的结果不一定适用于重置控制系统.为此,
此前研究了定常网络化重置控制系统的稳定性问

题[13], 得到了这种系统的指数稳定性条件. 本文旨
在探讨网络化时变重置系统的稳定性.
本文主要内容安排如下. 第2部分给出了重置控

制系统的基本概念、网络延迟对系统动态性能的影
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响以及一些必要的假设. 第3部分分析了网络化时变
重置控制系统的指数稳定性. 第4部分基于Riccati微
分方程给出了一种更为实用的稳定性条件.第5部分
为本文的结论.

2 问问问题题题描描描述述述 (Problem description)
2.1 重重重置置置控控控制制制基基基础础础 (Basics of reset-control)
重置控制器可用如下形式的微分方程来描述：




ẋr(t)=Ar(t)xr(t)+Br(t)er(t), er(t) 6=0,

xr(t+i ) = Arqxr(ti), er(ti) = 0,

ur(t) = Cr(t)xr(t) + Dr(t)er(t).

(1)

其中: 状态xr(t)为nr维, ur(t)和er(t)的维数分别
为p和q, Ar(t), Br(t), Cr(t)及Dr(t)为相应维的矩阵
函数, ti ∈ R+为重置时间, 与初始条件和外部输入
信号有关. 重置区间定义为:

t̂1 = t1, t̂i+1 = ti+1 − ti.

Arq为常数矩阵,它决定着待重置的状态. 不失一般
性,本文假设该矩阵为分块对角形式

Arq =

[
Ir1 0
0 0r2

]
, r1 + r2 = nr.

即有r2个状态分量被重置.
假设线性时变连续系统为{

ẋp(t) = Ap(t)xp(t) + Bp(t)up(t),

yp(t) = Cp(t)xp(t).
(2)

其中: yp(t)为q维输出向量, xp(t)为np维状态向量,
up(t)为p维控制向量, Ap(t), Bp(t)和Cp(t)为适当维
数的矩阵函数, t为连续时间变量. 则闭环重置控制
系统可写为



ẋr(t)=Acl(t)x(t)+Bcl(t)r(t), x(t) 6∈M(t),

x(t+) = Aqx(t), x(t) ∈ M(t),

y(t) = Ccl(t)x(t).

(3)

其中x =
[
xT

p xT
r

]T
, r(t)表示闭环系统的参考输

入,该系统中的矩阵分别如下:

Acl(t)=

[
Ap(t) Bp(t)Cr(t)

−Br(t)Cp(t) Ar(t)

]
, Aq =

[
I 0
0 Arq

]
,

Bcl(t) =

[
0

Br(t)

]
, Ccl(t) =

[
Cp(t) 0

]
.

重置面M(t)为所有可引起状态重置的状态集合,定
义为

M(t) = {β ∈ Rn : e(t) = 0, (I −Aq)β 6= 0}, (4)

其中n = np + nr.

2.2 网网网络络络延延延时时时的的的影影影响响响 (Influence of delays)
首先假设:
a) 网络延时在一个采样周期之内,不考虑空采

样和信息拒收等情况;
b) 传感器为时间驱动,控制器和执行器为事件

驱动;
c) 控制器对所有传感器的缓存长度均为单位长

度,即控制器采用最新的传感器信息,不发送过时的
执行指令.
于是控制器和被控对象的输入经过通讯延迟后

可写为:

er(t) = r(t)− yp(t− τsc)− vs(t− τsc), (5)

up(t) = ur(t− τca) + va(t). (6)

其中τsc和τca分别为传感器-控制器延时和控制器–
执行器延时, vs(t)和va(t)分别为传感器噪声和执行
器噪声, r(t)为参考输入. 于是控制器可写为




ẋr(t) = Ar(t)xr(t)−Br(t)Cp(t)xp(t− τsc)+

Br(t)(r(t)− vs(t− τsc)), e(t) 6= 0,

xr(t+) = Arqxr(t), e(t) = 0,

ur(t) = Cr(t)xr(t− τc) + Dr(t)er(t− τc).
(7)

其中τc为控制器的计算时间. 被控对象的状态空间
方程也同样可以写为

ẋp(t) = Ap(t)xp(t) + Bp(t)Cr(t)xr(t− τc − τca)−
Bp(t)Dr(t)Cp(t)xp(t− τsc − τca − τc) +

Bp(t)Dr(t)(r(t− τca − τc)− vs(t− τsc −
τca − τc)) + Bp(t)va(t). (8)

因此闭环系统为



ẋ(t) = A0(t)x(t) +
3∑

i=1

Ai(t)x(t− τi)+

2∑
j=1

Bj(t)v(t− ςj), x(t) 6∈ M(t),

x(t+) = Aqx(t), x(t) ∈ M(t),

y(t) = C(t)x(t).

(9)

其中: ς1 = 0, ς2 = τc + τca, τ1 = τsc, τ2 = τc + τca,
τ3 = τc + τca + τsc,

以及

x =

[
xp

xr

]
, v(t) =

[
va(t)

r(t)− vs(t− τsc)

]
,

A0(t) =

[
Ap(t) 0

0 Ar(t)

]
, A2(t) =

[
0 Bp(t)Cr(t)
0 0

]
,
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A1(t) =

[
0 0

−Br(t)Cp(t) 0

]
,

A3(t) =

[
−Bp(t)Dr(t)Cp(t) 0

0 0

]
,

Aq =

[
I 0
0 Arq

]
, B1(t) =

[
Bp(t) 0

0 Br(t)

]
,

B2(t) =

[
0 Bp(t)Dr(t)
0 0

]
, C(t) =

[
Cp(t) 0

]
.

为简便起见,将重置矩阵Aq写为

Aq =

[
In1 0
0 0n2

]
, n1 + n2 = n.

重置时间集合可定义为如下有序集

Tsw ≡ {ti ∈ R+ : ti < ti+1;x(ti) ∈ M(ti), i ∈ Z}.
(10)

显然, 网络化重置控制系统类似于一般的多状态时
滞系统,所不同的只是存在重置单元,从而使传统的
多状态时滞系统稳定性条件不成立.

3 Lyapunov判判判据据据 (Lyapunov criteria)
首先考虑具有定常参考输入和无噪声传感器与

执行器的网络化重置控制系统, 即va = 0, vs = 0,
r = 0. 于是系统(9)变为





ẋ(t) = A0(t)x(t) +
m∑

i=1

Ai(t)x(t− τi),

x(t) 6∈ M(t),

x(t+) = Aqx(t), x(t) ∈ M(t).

(11)

其中Aj(t)(j = 0, 1, 2, · · · ,m)为分段连续矩阵函
数. 对于θ ∈ [−τ, 0],假设初始条件为x(θ) = x0(θ),
其中τ为τ̄i的上届,这里τ̄i = supτi.
定定定义义义 1 (指数稳定性) 如果存在σ > 0和γ >

1, 使得系统(11)在初始条件x0(θ) 下的每一个
解x(t, x0)都满足

‖x(t, x0)‖ 6 γ‖x0‖τe−σt,∀t > 0.

其中‖x0‖τ = max
θ∈[−τ,0]

‖x0(θ)‖, 则称该系统指数稳

定,或σ-稳定.
定定定义义义 2 如果n× n矩阵函数Γ (t)满足

d
dt

Γ (t) = A0(t)Γ (t) +
m∑

i=1

Ai(t)Γ (t− τi),

0 6 t 6∈ Tsw,

Γ (t+) = AqΓ (t), 0 6 t ∈ Tsw.

其中Γ (0) = I , Γ (t) = 0(t < 0), 则称其为系
统(11)的基本解阵.

引引引理理理 1[14] 基本解阵同时满足
d
dt

Γ (t) = Γ (t)A0(t) +
m∑

i=1

Γ (t− τi)Ai(t),

0 6 t 6∈ Tsw,

Γ (t+) = Γ (t)Aq, 0 6 t ∈ Tsw.

引引引理理理 2[14] 如果Γ (t)为系统(11)的基本解阵,则
对任意t > 0,

x(t, x0) =Γ (t)x0(t)+
m∑

i=1

w 0

−τi

Γ (t− τi − θ)Ai(t)x0(θ)dθ.

对于自治重置系统, Beker等[6]提出了如下稳定

性条件:
引引引理理理 3 具有多延时的重置控制系统指数稳定

的充分条件是存在连续可微函数V (x) : Rn → R,
满足

1) V (x) > 0, x 6= 0;
2) V̇ (x) |t< 0,任何x 6= 0;
3) ∆V (x) = V (Aqx)− V (x) 6 0,任何x(t) ∈

M(t).
下面给出本节的结论. 其证明与定常情形类似,

这里不再赘述.
定定定理理理 1 如果引理1和引理2的条件成立, 则对

于任何延时0 6 τi 6 τ̄i(i = 1, 2, · · · ,m),网络化时
变重置系统(11)指数稳定。
注注注 1 考虑到重置控制系统的分段连续性,定理1中的

条件应当适当减弱,即只在一个较小的集合x 6∈ M(x)上保

证V̇ (x) < 0成立.

注注注 2 定理1暗含了重置时间的聚积．指数稳定意味

着当tf足够大时 lim
t→tf

x(t) = 0,因此重置时间在tf处形成聚

积.
如果系统中存在摄动,即系统由如下方程描述




ẋ(t) = (A0(t) + ∆0)x(t)+
m∑

i=1

(Ai(t) + ∆i)x(t− τi), x 6∈ M,

x(t+) = Aqx(t), x(t) ∈ M(t).

(12)

其中∆T
i Hi∆i 6 ρiI, i = 1, 2, · · · ,m, ρi > 0, 则有

如下结论:
定定定理理理 2 如果原系统(11)指数稳定,且存在正定

矩阵Wi和Ri以及正常数µ,使得下述关系成立:

1) W0 > µ
m∑

i=0

U(0)H−1
i U(0) + ρ0µ

−1(1 +
m∑

i=1

τi)I,

2) Ri(t)>µAT
i (t)U(τi+θ)(

m∑
i=0

H−1
i )UT(τi+θ)·

Ai(t), θ ∈ [−τ, 0], i = 1, 2, · · · ,m,

3) Wi > ρi(1 +
m∑

i=0

τi)I, i = 1, 2, · · · ,m.
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则摄动网络化重置控制系统(23)指数稳定.
证证证 由不等式

2xTy 6 xTHx + yTH−1y.

其中H为任意正定矩阵,易得
d
dt

V (x(t + ·))6−xT(t)[W0− ρ0

µ
(1+

m∑
i=1

τi)I−

µU(0)(
m∑

i=0

H−1
i )U(0)]x(t)−

m∑
j=1

m∑
i=0

w 0

−τj

xT(t + θ)[Rj(t)− µAT
j (t)U(τj+

θ)H−1
i UT(τj + θ)Aj(t)]x(t + θ)dθ−

m∑
i=1

xT(t− τi)[Wi − ρi

µ
(1 +

m∑
j=1

τj)I]x(t− τi).

这里H = (1/v)Hi, i = 1, 2, · · · ,m. 如果定理2的
所有条件成立,则有

d
dt

V (x(t + ·)) < 0. (13)

同时

∆V (x) = V (x(t+))− V (x(t)) =

V (Aqx(t))− V (x(t)) 6 0, x(t) ∈ M(t). (14)

因此由引理3可直接导出定理2.

4 Riccati判判判据据据 (Riccati criteria)
前一节所给出的指数稳定性条件完全取决于系

统的基本解阵, 虽然便于理解, 但难以用于实际判
断. 本节基于Riccati微分方程,针对网络化重置控制
系统(11)给出一种更实用的稳定性条件.为此,令

Â0(t) = A0(t) + σI,

Âi(t) = eστiAi(t), i = 1, 2, · · · ,m.

引引引理理理 4 假设S∈Rn×n 为对称正定矩阵, R, Q∈
Rn×n为实数矩阵,则对于∀u, v ∈ Rn,

vTRTv + 2uTQTv − uTSTu 6
vT(R + QS−1QT)Tv.

下面给出本节的主要结论.
定定定理理理 3 如果存在半正定对称矩阵P (t)满足下

述Riccati矩阵微分方程
Ṗ (t) + 2[P (t) + I]Â0(t)+
m∑

i=1

[P (t) + I]Âi(t)ÂT
i (t)[P (t) + I] + mI = 0.

(15)
则称网络化重置控制系统(11)指数稳定.
证证证 定义变量

z(t) = eσtx(t).

则网络化重置控制系统(11)可写为



ż(t)=Â0(t)z(t)+
m∑

i=1

Âi(t)z(t−τi),z(t) 6∈M̄(t),

z(t+) = Aqz(t), z(t) ∈ M̄(t).
(16)

其中M̄(t)为变换后的重置区间. 设对称矩阵P (t) >
0满足上述Riccati矩阵微分方程, 考虑如下类
Lyapunov函数

V (t, z(t))=

zT(t)[P (t)+I]z(t)+
m∑

i=1

w t

t−τi

zT(s)z(s)ds.

当z(t) 6∈ M̄(t)时,可以得到下述关系

V̇ (t, z(t)) |t=
zT(t)Ṗ (t)z(t) + 2żT(t)PT(t)z(t)+

2żT(t)z(t)+mzT(t)z(t)−
m∑

i=1

zT(t−τi)z(t−τi)=

zT(t)Ṗ (t)z(t) + 2zT(t)ÂT
0 PT(t)z(t)+

2
m∑

i=1

zT(t− τi)ÂT
i PT(t)z(t) + 2zT(t)ÂT

0 z(t)+

2
m∑

i=1

zT(t− τi)ÂT
i z(t) + mzT(t)z(t)−

m∑
i=1

zT(t− τi)z(t− τi).

由于PT(t) = P (t),因此

V̇ (t,z(t)) |t=
zT(t)Ṗ (t)z(t) + 2zT(t)[(P (t) + I)Â0]Tz(t)+

2
m∑

i=1

zT(t− τi)[(P (t) + I)Âi]Tz(t)+

mzT(t)z(t)−
m∑

i=1

zT(t− τi)z(t− τi) =

−
m∑

i=1

zT(t)[(P (t) + I)]ÂiÂ
T
i [(P (t) + I)]z(t)+

2
m∑

i=1

zT(t− τi)[(P (t) + I)Âi]Tz(t)−
m∑

i=1

zT(t− τi)z(t− τi).

于是由引理4可得
V̇ (t,z(t)) |t6
m∑

i=1

zT(t)[(P (t) + I)ÂiÂ
T
i (P (t) + I)−

(P (t) + I)ÂiÂ
T
i (P (t) + I)]Tz(t) = 0.

同时,对于z(t) ∈ M̄(t)很容易得到

∆V (t, z(t)) = V (z(t+))− V (z(t)) =
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zT(t){AT
q [P (t) + I]Aq − [P (t) + I]}z(t) +

m∑
i=1

w t

t−τi

zT(s){AT
q Aq − I}z(s)ds 6 0. (17)

因此定理3成立.
例例例 考虑网络化重置控制系统

ẋ = A0(t)x + A1(t)x(t− τ1) + A2(t)x(t− τ2).

其中:

A0(t) =

[
3.5e−9t − 2.5

1 + e−9t 0

0 −7.5

]
,

A1(t) =




1√
2e(1 + e−9t)

0

0
√

3/e


 ,

A2(t) =




1√
2e(1 + e−9t)

0

0
√

3
e


 .

网络延时取为τ1 = 0.5, τ2 = 1, m = 2. 令z(t) =
eσtx(t), σ = 1. 定理3的Riccati方程存在正定对称解

矩阵P (t) =

[
e−9t 0
0 1

]
,因此该网络化系统指数稳定.

注注注 3 对于参考输入r 时变的情况, 需要考虑渐进跟
踪问题.为此,假设参考输入可描述为8

><
>:

ż(t) = A0(t)z(t) +
mP

i=1
Ai(t)z(t− τi),

r(t) = Cq(t)x(t).

即描述为网络化重置控制系统的一个内模. 为简单起见,可
进而假设d = 0, va = 0, vs = 0. 定义新状态ω̄ = x− z,则有

˙̄ω = A0(t)ω̄ +
mP

i=1
A1(t)ω̄(t− τi), ω̄ 6∈ M(t),

ω̄(t+) = Aqω̄(t), ω̄ ∈ M(t).

可见,渐进跟踪问题可表示为渐进稳定问题.所以,如果定

理3的条件成立,则网络化重置控制系统可以渐进跟踪由系

统内模所产生的任何参考输入信号.

5 结结结论论论 (Conclusions)
本文分析了网络延时对重置控制系统动态特性

和稳定性的影响,在考虑传感器–控制器延时和控制
器–执行器延时的情况下,得到了可用于系统分析和
设计的网络化时变重置控制系统的指数稳定性和鲁

棒稳定性条件,并进而得到了一种实用的指数稳定
性条件,该条件同时也为网络化时变重置控制系统
的渐进跟踪和扰动抑制问题的解决提供了基础.
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