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极极极大大大极极极小小小系系系统统统的的的周周周期期期时时时间间间配配配置置置域域域

陶跃钢, 李坤杰, 刘国平

(中国科学院自动化研究所复杂系统与智能科学重点实验室,北京 100080)

摘要:通信网络、计算机网络、工业制造等领域的许多问题可以由极大极小系统模型描述. 周期时间是极大极
小系统的周期行为指标.引入极大极小系统关于状态反馈的周期时间配置域概念. 证明周期时间配置域局部无界
性等价于系统局部能达性,并指出配置域的无界性与系统的能稳性的关联. 同时证明周期时间配置域是闭的和连
通的.
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Abstract: A variety of problems arising in communication networks, computer networks, automated manufacturing
plants, etc., can be described by max-min system models. Cycle time is the periodic behaviour of such systems. Firstly, the
concept of range of cycle time assignment related to state feedback is introduced. The local unboundedness of the range is
then proved to be equivalent to the local reachability of the system. The internal relationship between the unboundedness
and the stabilization is also pointed out. Morever, the range is proved to be closed and connected.
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1 引引引言言言(Introduction)
极大极小系统存在于通信网络、计算机网络、工

业制造等真实系统中,且以极大系统为特例[1∼8]. 近
年来,极大极小系统的预测控制和反馈控制问题引
起了人们的关注[9∼14]. 周期时间是极大极小系统
的周期行为指标.周期时间配置域是极大极小系统
在反馈作用下周期时间的变化范围.本文研究极大
极小系统关于状态反馈的周期时间配置域的有界

性、无界性、闭性和连通性等结构性质,及其与系统
能达性、能稳性的关联.

2 基基基本本本定定定义义义与与与引引引理理理(Basic definitions and lem-
mas)
R表示实数集,Rn表示R上n维列向量集.令R̄ :=

R ∪ {−∞}; ∀a, b ∈ R̄, a ∨ b := max(a, b), a ∧
b := min(a, b); D := (R̄,∨,+). D称为极大代
数. 假定x1, x2, · · ·是变量, a ∈ R是参量. 一个
极大极小式是有限个a + xi 经过有限次∨或∧运
算作成的式子. 仅含∨的极大极小式称为单极大

式. n维极大极小函数是Rn到Rn的函数, 其中每
个分支是Rn到R的关于n个变量x1, x2, · · · , xn的极

大极小式. 习惯上, 记n维极大极小函数为F (x) =
[F1(x) F2(x) · · · Fn(x)]T,其中x=[x1 x2 · · · xn]T.

如果Fi(x), 1 6 i 6 n都是单极大式,则F (x)称为单
极大函数, 即极大函数. 由文献[4]可知, n维极大极

小函数F (x)可以表写为矩阵形式

F (x) = ∧
r∈I

Arx, (1)

其中: Ar = [ar
ij] ∈ Dn×n是F (x)的单极大射影,

I是全部Ar的指标集合, Arx为D上矩阵的乘积:
(Arx)i = ∨

16j6n
ar

ij + xj, 1 6 i 6 n. 令F k(x) =

F (F k−1(x)),其中F 0(x) = x.
定定定义义义 1 设F (x)是一个n维极大极小函数, 则

极限向量 lim
k→∞

F k(x)/k 称为F (x)的周期时间(向

量),记为χ(F ) = [χ1(F ) χ2(F ) · · · χn(F )]T.

设A = [aij] ∈ Dn×n. G(A)表示A的赋权有向

图: 结点集为{1, 2, · · · , n}, 点i和点j之间的有向弧
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规定为: 当aij 6= −∞时, 有j到i的弧, 且权重为aij ;
当aij = −∞时, 没有j到i的弧. 对于有向图G(A),
w(p)表示路p的重, l(p)表示路p的长; 当c为回路时,
w(c)/l(c)表示回路c的均重.
定定定义义义 2 设A是D上一个n阶非退化矩阵, 定

义µ(A) := [µ1(A) µ2(A) · · · µn(A)]T ∈ Rn, 其
中µi(A) = max{w(c)/l(c)|c是G(A)中到点i有路的

回路},则µ(A)称为矩阵A的周期时间.
引引引理理理 1 设F (x)是一个形如式(1)的n维极大极

小函数,则χ(F )存在,且

χ(F ) = ∧
r∈I

µ(Ar). (2)

以上符号、定义和引理的详尽论述可见文献[1,
2, 4].
自治极大极小系统指系统F : x(k + 1) =

F (x(k));非自治极大极小系统指系统S:{
x(k + 1) = F (x(k)) ∨Bu(k),

y(k) = Cx(k),
(3)

其中: B = [bij] ∈ Dn×q, C = [cij] ∈ Dp×n, x(k) ∈
Rn, u(k) ∈ Rq, y(k) ∈ Rp.系统S有单极大射影系

统Sr: {
x(k + 1) = Arx(k) ∨Bu(k),

y(k) = Cx(k).
(4)

当B和C为D上零矩阵时, Sr为F的单极大射影系统.
对系统S施加状态反馈u(k) = Kx(k), 其

中K = [kij] ∈ Dq×n,可得闭环系统{
x(k + 1) = F (x(k)) ∨BKx(k),

y(k) = Cx(k),
(5)

其中BK为D上矩阵的乘积. 系统(5)记为F ∨ BK.
由式(1),闭环系统F ∨BK可转化为




x(k + 1) = ∧
r∈I

(Ar ∨BK)x(k),

y(k) = Cx(k).
(6)

引引引理理理 2 [13] 矩阵集{Ar ∨ BK|r ∈ I}是F ∨
BK的一个单极大射影集.
矩阵Ar ∨ BK的赋权有向图G(Ar ∨ BK)是

在G(Ar)中添加一些新的弧作成的图: 当(BK)ij 6=
−∞ 时, 存在j到i有权重(BK)ij的弧. 在G(Ar ∨
BK)中, 到点i有路的回路, 除G(Ar)中的外, 可能
还会有一些含有以(BK)ij为权重的弧的回路.
如果把K的非零元看作变量, 则由定义2可知,
µ(Ar ∨ BK)是关于矩阵K的非零元的函数. 从
而χ(F ∨BK)是关于矩阵K的非零元的函数.
由引理1和引理2可得下面的引理3.
引引引理理理 3 闭环系统F ∨BK的周期时间为

χ(F ∨BK) = ∧
r∈I

µ(Ar ∨BK). (7)

定定定义义义 3 χ(F ∨ BK)称为系统S关于状态反馈

矩阵K的周期时间配置函数.

3 周周周期期期时时时间间间配配配置置置域域域(Range of cycle time as-
signment)
定定定义义义 4 集合{z ∈ Rn|存在一个状态反馈矩阵

K使χ(F ∨ BK) = z}称为系统S关于状态反馈的

周期时间配置域,记为∆.

假定K是一个状态反馈矩阵. 记系统S关于K的

周期时间配置函数χ(F ∨BK)的值域为∆K . 由∆的

定义即得

∆ = ∪K∈L∆K , (8)

其中L 是D上构型[4]互异的q × n矩阵集合. 用组合
方法可以证明, L所含矩阵的个数为(2n)q. 由此可以
推测,周期时间配置域∆的结构是较为复杂的.

4 无无无 界界界 性性性 和和和 能能能 达达达 性性性(Unboundedness and
reachability)
符号6表示偏序:

v,w ∈ Rs, v 6 w ⇐⇒ vi 6 wi, 1 6 i 6 s. (9)

函数α : Rs → Rt, t > 1称为向量值函数. 如果

∀v,w ∈ Rs,v 6 w =⇒ α(v) 6 α(w), (10)

则称α为单调增函数.
引引引理理理 4 χ(F )是∆关于偏序(9)的一个下界.
证证证 假定K是L中任一矩阵, Ar是F (x)的任一

单极大射影. 在G(Ar ∨ BK)中, 到点1有路的回路,
除G(Ar)中的外,可能还会有一些含有以K的非零元

为权重的弧的回路. 对于这些回路,如果K中非零元

的取值使其均重小于或等于原来到点1有路的临界
回路的均重, 则在运算∨下其均重被临界回路的均
重吸收,此时µ1(Ar) = µ1(Ar∨BK);如果K中非零

元的取值使其均重大于原来到点1有路的临界回路
的均重,则µ1(Ar) < µ1(Ar ∨ BK). 因此,无论K中

非零元取何值,总有µ1(Ar) 6 µ1(Ar ∨ BK). 由引
理1和3,有

χ1(F ) 6 χ1(F ∨BK).

将上述论证应用于周期时间的其他分量可得

χj(F ) 6 χj(F ∨BK), 2 6 j 6 n.

从而χ(F ) 6 χ(F ∨ BK), 即χ(F )是∆K的一个下

界. 由K的任意性及式(8)可知χ(F )是∆的一个下界.
证毕.
值得一提的是, 对于L中任一矩阵K, 只要K的

非零元取足够小的值,就有χ(F ) = χ(F ∨ BK),换
句话说, ∆的下界χ(F )是可达到的.
引引引理理理 5 [12] 设K是L的一个矩阵,则χ(F∨BK)
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是关于K的非零元的单调增函数.
在给出∆的局部无界性特征之前, 先回忆系

统S的能达性概念[9,10]. G(Sr)表示单极大射影系
统Sr的图: 系统的状态、输入和输出点x1, x2, · · · ,

xn, u1, u2, · · · , uq, v1, v2, · · · , vp组成结点集; 存
在xj到xi有权重ar

ij的弧当且仅当ar
ij 6= −∞; 存

在uj到xi有权重bij的弧当且仅当bij 6= −∞; 存
在xj到vi有权重cij的弧当且仅当cij 6= −∞. 如果
在每个G(Sr)中, 存在从输入点到xi的路, 则称xi是

能达的状态分量. 如果系统S的每个状态分量是能

达的,则称S是能达的.
定定定理理理 1 系统S的周期时间配置域∆的分

量zi无上界当且仅当S的状态分量xi是能达的.
证证证 由xi的能达性,对于每个Sr,在G(Sr)中必存

在一个输入点ul到xi有路. 取kr
li 6= −∞得q × n矩

阵Kr,则在G(Ar ∨BKr)中存在含以Kr的非零元为

权重的弧的回路到i有路. 构作K,其中kli 6= −∞当
且仅当存在kr

li 6= −∞. 于是, 对每个r ∈ I ,
µi(Ar ∨ BK)是关于K的非零元的函数, 且至少
有K的一个非零元的系数非零. 由引理5, 当K的

非零元的取值任意大时, µi(Ar ∨ BK)的值随之任
意大.从而χi(F ∨BK)的值随之任意大,即∆K的分

量zK
i 无上界. 故由式(8)可知∆的分量zi无上界.
另一方面, 假定xi不是能达的, 则必存在Sr0 ,

在G(Sr0)中没有输入点到xi有路. 因此, 对于L中
任一矩阵K, G(Ar0 ∨ BK)中不存在含以K的非零

元为权重的弧的回路到i有路,故

χi(F ∨BK) 6 µi(Ar0 ∨BK) = µi(Ar0),

即∆K的分量zK
i 有上界. 由K的任意性及式(8), ∆的

分量zi有上界,矛盾. 证毕.
由定理1可知, 系统S的周期时间配置域∆的

分量zi有上界当且仅当S的状态分量xi不是能达

的. 由定理1和系统能达的定义可知, 系统S的周

期时间配置域∆的全部分量无上界当且仅当S是

能达的. 由文献[13]可知, 系统S为能达的当且仅

当S的周期时间配置域∆含有各分量都相等的无限

子集, 且以[χ0(F ) χ0(F ) · · · χ0(F )]T为公共元,其
中χ0(F ) = max

16i6n
χi(F ). 这时系统S是能稳的. 下面

给出一个数值例子.
例例例 1 考虑非自治极大极小系统S1 :{

x(k + 1) = F 1(x(k)) ∨B1u(k),

y(k) = C1x(k),

其中{
F 1

1 (x)=3+x1 ∨ x2,

F 1
2 (x)=x1 ∧ 2+x2,

B1 =(−∞, 1]T, C1 =C0.

由定义2和引理1可得χ(F 1) = [3, 2]T. 所以S1是非

稳定系统.容易看出, L1有3个状态反馈矩阵:

K1 = [k1
11,−∞), K2 = [k2

11, k
2
12], K3 = (−∞, k3

12].

由定义2和引理1可得:

∆1
K1 = { [3 ∨ k1

11 + 1
3

, 3 ∨ k1
11 + 1

3
]T| k1

11 ∈ R },

∆1
K2 = { [3 ∨ k2

11 + 1
3

∨ k2
12 + 1

2
, 3 ∨ k2

11 + 1
3

∨
k2

12 + 1
2

]T| k2
11, k

2
12 ∈ R },

∆1
K3 = { [3 ∨ k3

12 + 1
2

, 2 ∨ k3
12 + 1

2
]T| k3

12 ∈ R }.

显然地, S1的周期时间配置域∆1的全部分量无上

界,并含有各分量都相等的无限子集,且以[3, 3]T为
公共元. 因此S1是能稳的.

5 闭闭闭性性性和和和连连连通通通性性性(Closeness and connectivity)
对于v ∈ Rs,定义范数

‖v‖ := max
16i6s

|vi|, (11)

其中|vi|是实数vi的绝对值.
引引引理理理 6 假定函数α, β : Rs → Rt,则

|( ∨
16i6t

αi(v))− ( ∨
16i6t

βi(v))| 6
∨

16i6t
|αi(v)− βi(v)|, (12)

|( ∧
16i6t

αi(v))− ( ∧
16i6t

βi(v))| 6
∨

16i6t
|αi(v)− βi(v)|, (13)

这里v ∈ Rs, αi和βi分别是α和β的第i个分量.

证证证 记

αk(v)= ∨
16i6t

αi(v)和βj(v)= ∨
16i6t

βi(v). (14)

如果αk(v) 6 βj(v), 那么|αk(v) − βj(v)| 6
|αj(v)− βj(v)|. 如果βj(v) 6 αk(v),那么|αk(v)−
βj(v)| 6 |αk(v) − βk(v)|. 由此可知式(12)成立. 类
似地可证式(13). 证毕.
引引引理理理 7 设K是L的一个矩阵,则χ(F ∨BK)是

非膨胀函数,即对于K的任意赋值K1和K2,有

‖χ(F ∨BK1)−χ(F ∨BK2)‖6‖k1−k2‖, (15)

其中k•是K•的非零元作成的向量.
证证证 对于χ(F∨BK•)的第i个分量χi(F∨BK•),

证明

|χi(F ∨BK1)−χi(F ∨BK2)|6‖k1−k2‖ (16)

成立即得式(15). 现用归纳法于χi(F ∨BK)的结构.

如果χi(F ∨ BK) =
1

l(c′)
(

g∑
d=1

kid
+ σ(c′)), 这
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里l(c′)是回路c′的长, g是回路c′中具有权重kid
的

弧的条数, 而其他弧的权重的和记为σ(c′), 那
么g 6 l(c′),且

|χi(F ∨BK1)− χi(F ∨BK2)| =
1

l(c′)
|

g∑
d=1

(k1
id
− k2

id
)| 6

1
l(c′)

g∑
d=1

|k1
id
− k2

id
| 6

g

l(c′)
‖k1 − k2‖ 6

‖k1 − k2‖. (17)

如果χi(F ∨ BK) =
1

l(c′)
(

g∑
d=1

ki′d + σ(c′)) ∧
1

l(c′′)
(

h∑
d=1

ki′′d + σ(c′′)), 则由引理6, 并注意到g 6

l(c′), h 6 l(c′′),有

|χi(F ∨BK1)− χi(F ∨BK2)| =
| 1
l(c′)

(
g∑

d=1

k1
i′d

+ σ(c′)) ∧ 1
l(c′′)

(
h∑

d=1

k1
i′′d

+ σ(c′′))

− 1
l(c′)

(
g∑

d=1

k2
i′d

+ σ(c′)) ∧ 1
l(c′′)

(
h∑

d=1

k2
i′′d

+ σ(c′′))| 6

1
l(c′)

|
g∑

d=1

(k1
i′d
− k2

i′d
)| ∨ 1

l(c′′)
|

h∑
d=1

(k1
i′′d
− k2

i′′d
)| 6

g

l(c′)
‖k1 − k2‖ ∨ h

l(c′′)
‖k1 − k2‖ 6

‖k1 − k2‖. (18)

对情形χi(F ∨ BK) =
1

l(c′)
(

g∑
d=1

ki′d + σ(c′)) ∨
1

l(c′′)
(

h∑
d=1

ki′′d + σ(c′′))可类似证得不等式(18). 由此

应用引理6和结构归纳即得引理. 证毕.
定定定理理理 2 系统S的周期时间配置域∆是闭的和

连通的.
证证证 由引理7易知χ(F ∨ BK)是连续的. 对L中

任一矩阵K,其非零元必取值于某个s维空间Rs. 因
此,由χ(F ∨ BK)的连续性知∆K是闭的. 从而由式
(8)和L有限即知∆是闭的. 另一方面, 因为χ(F ∨
BK)连续,所以∆K是连通的. 从引理4的证明可知:
对于任意K ∈ L, χ(F ) ∈ ∆K , 也就是说χ(F )是所
有∆K的联络点. 于是,由式(8), ∆是连通的.
证毕.
值得指出的是, ∆也为道路连通的.

6 结结结论论论(Conclusion)
本文研究了极大极小系统关于状态反馈的周期

时间配置域的有界性、无界性、闭性和连通性,并建
立了周期时间配置域的有界性和无界性与系统能达

性的联系,而后者与系统的能稳性密切相关.凸分析
可用于周期时间配置域的结构分析,因此,本文也为
研究极大极小系统的控制问题提供了一个思路.
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