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摘要:针对一类具有范数有界不确定性的连续系统和二次矩阵不等式区域,考虑系统具有方差和区域极点约束
的输出反馈控制器设计问题.为此首先导出闭环系统区域稳定的充分必要条件.然后用线性矩阵不等式方法给出输
出反馈控制器存在的一个充分条件.在此充分条件下闭环系统是鲁棒区域稳定的且具有H∞性能以及当干扰为白
噪声信号时其稳态状态方差有限.接下来用矩阵分解方法给出输出反馈控制器增益矩阵的求解过程. 最后通过一
个仿真实例说明本文所提出的控制器设计方法的有效性.
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Abstract: The design method of robust H-infinity output feedback controller with state variance and regional pole
constraints is proposed in this paper for a class of time-varying uncertain systems and a quadratic matrix inequality re-
gion. Firstly, a necessary and sufficient condition of regional stable for the closed-loop system is introduced. Secondly,
a sufficient condition for the existence of such output feedback controller is derived by means of linear matrix inequality
approach. Under the proposed sufficient condition, the closed-loop system is robustly regional stable, possesses H-infinity
performance and finite steady state variance when the disturbance is a zero-mean Gaussian white noise process. The gain
matrices of the output feedback controller are also constructed by means of the method of matrix decomposition. Finally, a
numerical example is given to illustrate the effectiveness of the proposed controller designing method.
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1 引引引言言言(Introduction)
在随机控制问题中,常常要求设计一个控制器使

得不同的系统子状态具有确定上界的方差值E(x2
j).

限定状态目标的方法之一是给系统的状态方差指

定一个特殊的矩阵值.通过适当配置系统的稳态状
态方差矩阵, 可使闭环系统具有诸如稳定性、输出
量的特定性能要求等许多控制目标. 1987年, Hotz,
Skelton等首次建立了状态方差分配理论[1]. 这一理
论为闭环系统指定一个特殊的状态方差提供了一

个可选择的直接方法且使系统具有所要求的性能.
与H2/H∞控制以及不确定系统的鲁棒控制相结合,
Wang Zidong等人分别研究了离散系统和连续系统

受限于误差方差约束的鲁棒H2/H∞滤波器设计问
题[2,3]. 然而,以上关于状态方差约束的控制器设计
大多只考虑系统的稳态行为而没有考虑系统的瞬态

性质,比如系统极点配置问题等. 由于区域极点配置
问题有其理论上的重要性以及应用上的广泛性, 许
多学者又把方差约束控制问题与区域极点配置问题

结合起来进行研究,取得了一系列研究成果[4∼7].
以上关于状态方差和区域稳定性约束的控制器

设计问题所考虑的区域都是圆域,因而有一定的局
限性. 现今有许多学者正研究系统的LMI区域和二
次矩阵不等式区域D的区域稳定性(D-稳定性)问题
且得到了系统D稳定的用LMI表达的充要条件[8,9].
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这种LMI区域和二次矩阵不等式区域涵界圆域、左
半复平面、角域、带形等复平面上常见区域,因而更
具广泛性. 将文献[4∼6]中区域扩展为二次矩阵不等
式区域D, 研究一类具有范数有界不确定线性系统
在D-稳定性约束下的鲁棒H∞方差控制问题, 正是
本文的宗旨.

2 系系系统统统描描描述述述(System description)
考虑由以下状态空间模型描述的一类不确定线

性系统 



ẋ(t) = (A + ∆A)x(t)+
(B + ∆B)u(t) + Dw(t),

y(t) = C1x(t),
z(t) = C2x(t).

(1)

其中: x(t) ∈ Rn是系统的状态向量且x(0) =
0, u(t) ∈ Rm是控制输入, y(t) ∈ Rp是观测输出,
z(t) ∈ Rq是被控输出; w(t) ∈ Rl是一个外部干扰输

入; A,B, C1, C2和D是已知的具有适当维数的常数

矩阵; ∆A和∆B是具有以下形式的不确定矩阵

[∆A ∆B] = MF (t)[N1 N2], (2)

这里F ∈ Ri×j是满足FT(t)F (t 6 I)的未知实矩阵;
M, N1和N2是已知的具有适当维数的常数矩阵. 考
虑以下的输出反馈控制器{

ẋc(t) = Acxc(t) + Bcy(t),

u(t) = Ccxc(t),
(3)

其中xc(t) ∈ Rk是控制器的状态向量且xc(0) = 0.
将控制器(3)应用于系统(1),得到闭环系统{

˙̄x(t) = (Ā + M̄FN̄)x̄(t) + D̄w(t),

z(t) = C̄x̄(t).
(4)

其中:

x̄(t) =

[
x(t)
xc(t)

]
, Ā =

[
A BCc

BcC1 Ac

]
,

D̄ =

[
D

0

]
, M̄ =

[
M

0

]
,

N̄ = [N1 N2Cc], C̄ = [C2 0].

(5)

对上述闭环系统(4), 本文考虑的二次矩阵不等
式区域D是满足下式的复平面上复点之集[8],

D = {z ∈ C : R11 + R12z +

RT
12z

∗ + R22zz∗ < 0}, (6)

其中: R11, R12, R22 ∈ Rd×d, R11, R22 是对称矩阵,
R22 = LLT是半正定矩阵, d称为区域D的秩, z∗是

z的共轭复数. 令RD =

[
R11 R12

RT
12 R22

]
.

可见D是关于实轴对称的凸区域. 用于稳定性
分析的典型区域左半复平面D(α) = {z ∈ C :
Re(z) < −α}(α > 0)和圆盘D(c, r) = {z ∈ C :
|z + c| < r, r > c > 0}都是此类区域的特例. 另外,
当L = 0时的区域D即为LMI区域[9].
定定定义义义 1 矩阵A称为D稳定的, 如果A的的特征

值位于复平面上的区域D中.
引引引理理理 1 A ∈ Cn×n是D-稳定的当且仅当存在

一个对称正定矩阵P ∈ Cn×n,使得[8]

ΩD(P, A)∆=R11 ⊗ P + R12 ⊗ (PA) +

RT
12⊗(ATP )+R22⊗(ATPA)<0, (7)

其中⊗表示两矩阵的Kronecker乘积[9], 即若A =
[aij]m×n ∈ Rm×n, B ∈ Rp×q, 则A ⊗ B =
[aijB]mp×nq.
定定定义义义 2 不确定闭环系统(4)称为鲁棒D稳定的,

如果对任意t > 0, 存在一个对称正定矩阵P (t), 使
得

ΩD(P (t), Â) < 0, (8)

其中Â = Ā + M̄FN̄ .
定定定义义义 3 不确定闭环系统(4)称为二次D稳定的,

如果对任意t > 0,存在一个对称正定矩阵P ,使得

ΩD(P, Â) < 0. (9)
本文旨在设计输出反馈控制器(3), 使闭环系

统(4)具有以下性能：
P1) D稳定,此时称系统(1)是可鲁棒D-镇定的;
P2) 当外部干扰w(t)∈ L2[0,∞)时具有H∞性能

指标,即给定实数γ > 0,在零初始条件下,由w到z的

传递函数Tzw(s)的范数||Tzw(s)||∞ = sup
w 6=0

||z||2
||w||2 <

γ, 或等价地, ||z(t)||2 6 γ||w(t)||2,∀w(t) ∈
L2[0,+∞);

P3) 当外部干扰w(t)是一个白噪声信号
时 稳 态 状 态 方 差 有 限, 即[Q]ii 6 σ2

i , i =
1, · · · , n, 其中[Q]ii是稳态状态方差矩阵Q =
lim
t→∞

E[x(t)xT(t)]的对角线上第i个元, 即第i个状态

的稳态状态方差, σ2
i (i = 1, · · · , n)表示限制第i个状

态的稳态状态估计方差且可以根据实际进行调整.
具有性质P3)的控制律(3)称为系统(1)的一个鲁棒方
差控制律.
为证明主要结论的需要,引入下述引理.
引引引理理理 2 设Y, H, E是具有适当维数的常数矩

阵,而且Y是对称矩阵. 则对任意满足FTF 6 I的矩

阵F , Y +HFE +ETFTHT < 0的充分必要条件是
存在常数ε > 0,使得Y + εHHT + ε−1ETE < 0[10].
引引引理理理 3 如果闭环系统(4)是稳定的,则其稳态
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状态方差矩阵Q存在且满足以下Lyapunov方程[2]

ÂQ + QÂT + D̄D̄T = 0. (10)

3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
为简化主要结果的证明, 先导出闭环系统二

次D-稳定的一个必要且充分条件.
定定定理理理 1 闭环系统(4)是二次D-稳定的当且仅

当存在一个对称正定矩阵X ∈ Rn×n和一个标量

λ > 0,使得下述不等式成立


Θ11 ∗ ∗
Θ21 Θ22 ∗

Id ⊗ (N̄X) 0 −λI


 < 0, (11)

其中Θ11 = R11 ⊗ X + R12 ⊗ (ĀX) + RT
12 ⊗

(XĀT)+λ(R12R
T
12)⊗(M̄M̄T), Θ21 = LT⊗(ĀX)+

λ(LTRT
12)⊗ (M̄M̄T), Θ22 = −Id ⊗X + λ(LTL)⊗

(M̄M̄T).
证证证 在不等式(9)中以Ā + M̄FN̄代Â, 且利用

Schur补引理及引理2即得.
证毕.
根据定理1,可得到以下基本定理.
定定定理理理 2 设区域D的秩满足R11, R12的主对角

线上第i个元素均大于零, i ∈ {1, 2, · · · , d}, 不妨
设i = 1, 即(R11)11 = a > 0, (R12)11 = b > 0.
令R̄12是满足(R̄12)11 = b,而其余元素均为零的d阶

矩阵. 对区域D和闭环系统(4)以及实数γ > 0,如果
存在一个对称正定矩阵X和一个标量λ > 0,使得下
述不等式成立


Ψ11 ∗ ∗
Ψ21 Ψ22 ∗

Id ⊗ (N̄X) 0 − λI


 < 0, (12)

则闭环系统(4)满足性能P1) 和P2), 且稳态状态方
差矩阵Q < γX , 其中Ψ11 = Θ11 + γ−1R̄12 ⊗
(XC̄TC̄X)+γ−1R̄12⊗(D̄D̄T),Ψ21 = LT⊗(ĀX)+
λ(LTR̄T

12)⊗ (M̄M̄T), Ψ22 = −Id ⊗X + λ(LTL)⊗
(M̄M̄T).
证证证 首先,由于不等式(12)蕴含不等式(11),所以

闭环系统(4)是鲁棒D-稳定的. 其次, 考虑Lyapunov
函数V (x̄(t), t) = x̄T(t)Px̄(t),其中P = X−1. 由引
理2,得

V̇ (x̄(t), t) + γ−1zT(t)z(t)− γwT(t)w(t) =

x̄T(t)(PÂ + ÂTP + γ−1C̄TC̄)x̄(t)+

x̄T(t)PD̄w(t) + wT(t)D̄TPx̄(t)−
γwT(t)w(t) 6
x̄T(t)(PÂ + ÂTP + γ−1C̄TC̄+

γ−1PD̄D̄TP )x̄(t).

依照定理1的证明方法可得,不等式(12)等价于下述
不等式

ΩD(P, Â) + γ−1R̄12 ⊗ (C̄TC̄) +

γ−1R̄12 ⊗ (PD̄D̄TP ) < 0, (13)

所以

PÂ + ÂTP + γ−1C̄TC̄ + γ−1PD̄D̄TP < 0.

从而

V̇ (x̄(t), t) + γ−1zT(t)z(t)− γwT(t)w(t) < 0.

结 合 初 始 条 件 和 闭 环 系 统(4)的D-稳 定 性
知||z(t)||2 6 γ||w(t)||2, 即闭环系统(4)具有H∞性

能指标.最后, 由于闭环系统(4)是D-稳定的, 所以其
稳态状态方差矩阵Q存在且满足方程(10). 另一方
面,由不等式(13)可得
aγ

b
X + γÂX + γXÂT +

(R22)11
b

γXÂTPÂX +

XC̄TC̄X + D̄D̄T < 0. (14)

将不等式(14)减去等式(10),得
aγ

b
X + Â(γX −Q) + (γX −Q)ÂT+

(R22)11γ
b

XÂTPÂX + XC̄TC̄X < 0.

由于
aγ

b
X +

(R22)11γ
b

XÂTPÂX + XC̄TC̄X > 0,

所以据Lyapunov稳定性定理可知Q < γX .
证毕.
注注注 1 定理2中的区域D是比较常见的. 比如左半复平

面D(α)和圆盘D(c, r)均是此类区域.

定理2给出了使闭环系统(4)具有性能P1) 和P2)
且其稳态状态方差矩阵Q < γX的控制律(3)存在的
一个充分条件.而且如果其中的对称正定矩阵X满

足

[X]ii < γ−1σ2
i , i = 1, · · · , n, (15)

则闭环系统(4)还满足性能P3). 然而矩阵不等
式(12)关于矩阵变量X是非线性的. 为求出输出反
馈控制器的各增益矩阵,首先利用Schur补引理将不
等式(12)等价地表示为以下不等式


Ξ11 Ξ12 Ξ13 R̄
1
2
12⊗(XC̄T) R̄

1
2
12⊗D̄ R12⊗M̄

∗ Ξ22 0 0 0 LT ⊗ M̄

∗ 0 −λI 0 0 0
∗ 0 0 −γI 0 0
∗ 0 0 0 −γI 0
∗ ∗ 0 0 0 −λ−1I




<0,

(16)
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其中: Ξ11 = R11⊗X +R12⊗(ĀX)+RT
12⊗(XĀT),

Ξ12 = L ⊗ (XĀT), Ξ13 = Id ⊗ (XN̄T), Ξ22 =
−Id ⊗X . 进而将X和X−1分解为

X =

[
T U

UT ∗

]
, X−1 =

[
S V

V T ∗

]
,

其中: S, T ∈ Rn×n, U, V ∈ Rn×k, S, Y是对称正定

矩阵, ∗表示无关紧要的矩阵块. 令

X1 =

[
S I

V T 0

]
, X2 =

[
I T

0 UT

]
. (17)

则XX1 = X2,且

V UT = I − ST. (18)

对不等式(16)实施全等变换diag{X1, X1, I, I, I, I},
并结合等式(5)和(17),且令{

W = V Bc, R = CcU
T,

Z = SAT + SBR + WC1T + V AcU
T,

(19)

得


Φ11 L⊗Φ12 Id⊗Φ13 R̄
1
2
12⊗Φ14 Φ15 R12⊗Φ16

∗ −Id⊗Φ22 0 0 0 LT⊗Φ16

∗ 0 −λI 0 0 0
∗ 0 0 −γI 0 0
∗ 0 0 0 −γI 0
∗ ∗ 0 0 0 −λ−1I




<

0, (20)

其中:
Φ11 = R11 ⊗ Φ22 + R12 ⊗ Φ12 + RT

12 ⊗ ΦT
12,

Φ12 =

[
SA + WC1 Z

A AT + BR

]T

, Φ22 =

[
S I

I T

]
,

Φ13 =

[
NT

1

TNT
1 + RTNT

2

]
, Φ14 =

[
CT

2

TCT
2

]
,

Φ15 = R̄
1
2
12 ⊗

[
SD

D

]
, Φ16 =

[
SM

M

]
.

可见不等式(20)是关于矩阵变量S, T,W,R, Z和γ的

线性矩阵不等式. 另外, 将不等式(15)移项并利
用Schur补引理和数学变换, 可求得与之等价的线
性矩阵不等式为


−γ−1σ2

i [Ui UiT ]

∗ −
[
S I

I T

]

 < 0, i = 1, · · · , n, (21)

其中Ui为第i个元素为1而其余元素全为零的n维行

向量. 因此, 如果线性矩阵不等式组(20)和(21)有可

行解(S, T,W,R,Z),则由等式(18)和(19)即可求出使
闭环系统(4)满足性能P1), P2)和P3)的输出反馈控制
器(3)的各增益矩阵Ac, Bc和Cc.
综上所述,得如下结论.
定定定理理理 3 设区域D满足R11, R12的主对角线上

第i个元素均大于零, i ∈ {1, · · · , d} , 不妨设i = 1,
即(R11)11 = a > 0, (R12)11 = b > 0. 令R̄12是满

足(R̄12)11 = b, 而其余元素均为零的d阶矩阵. 对
区域D和闭环系统(4)以及实数γ > 0和σi > 0(i =
1, · · · , n),如果存在一个标量λ > 0, 使得关于矩
阵变量S, T,W,R,Z的线性矩阵不等式(20)和(21)成
立,则使闭环系统(4)满足性能P1), P2)和P3)的输出
反馈控制器存在, 且其增益矩阵Ac, Bc和Cc满足等

式(18)和(19).
注注注 2 由于不等式(20)和(21)关于γ也是线性的, 所

以还可以通过MATLAB工具箱求解不等式(20)和(21)以优

化H∞ 性能指标γ.

4 数数数值值值例例例子子子(Numerical example)
考虑具有以下参数的系统模型(1)

A =

[
−1.3663 0

0 − 0.1002

]
,

B =

[
6.5422 0

−8.0447 − 3.5922

]
,

D =

[
0.1

−0.2

]
,M =

[
0.06
0.01

]
,

N1 =

[
0.45
0.2192

]T

, N2 =

[
0

−0.0673

]T

,

F = sin(5t),

C1 = [−0.2 0.1],

C2 = [0.3 − 0.2],

以及左半平面中的圆盘D(2, 1.9). 设γ = 0.1, σ1 =
1.1, σ2 = 0.5,取λ = 0.5.
根据定理3并运用MATLAB工具箱可求得使闭

环系统(4)满足性能P1), P2)和P3)的输出反馈控制器
的各增益矩阵分别为

Ac =

[
−2.5751 − 63.2849
−0.0217 − 3.9586

]
,

Bc =

[
−612.7564
− 11.8494

]
,

Cc =

[
0.0003 − 0.0403

−0.0047 − 0.2490

]
.

其闭环系统在各时间的极点分布如图1所示.
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图 1 闭环系统的的极点分布

Fig. 1 Pole-distribution of closed-loop system

设外部干扰为正弦波,则w(t) ∈ L2[0,∞). 这时
闭环系统(4)的状态响应曲线和输出响应曲线分别
如图2和图3所示. 图2中x1(t), x2(t)分别是开环系统
的状态分量,而xc1(t), xc2(t)分别是控制器的状态分
量.

图 2 闭环系统的状态响应曲线

Fig. 2 State response of closed-loop system

图 3 被控输出z(t)的响应曲线

Fig. 3 Response of controlled output z(t)

由图1可见,闭环系统的极点均在所指定的圆内.
由图2可知, 系统状态是稳定的. 将扰动w(t)和被控
输出z(t)的采样点的数据导入到工作区, 并计算得
其2-范数分别为4.9208和0.2402, 从而有||z(t)||2 6
γ||w(t)||2,即约束条件P2)被满足.
设外部干扰w(t)为白噪声,如图4所示.

图 4 具有单位密度的零均值白噪声w(t)

Fig. 4 Zero-mean white noise w(t)

则闭环系统(4)的状态响应曲线和输出响应曲线
分别如图5和图6所示.

图 5 闭环系统的状态响应曲线

Fig. 5 State response of closed-loop system

图 6 被控输出z(t)的响应曲线

Fig. 6 Response of controlled output z(t)

图5中x1(t), x2(t)分别是开环系统的状态分量,
而xc1(t), xc2(t)分别是控制器的状态分量.　由
图5可知, 系统状态是稳定的. 经计算得[Q]11 =
0.0287 < 1.21 = 1.12 = σ2

1 , [Q]22 = 0.1813 <

0.25 = 0.52 = σ2
2 . 因而所得控制器满足方差约束条

件P3).
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5 结结结论论论(Conclusions)
本文针对一类具有范数有界不确定性的连续线

性系统,给出了具有状态方差约束和二次矩阵不等
式区域极点配置的鲁棒H∞输出反馈控制器的设计
方法. 仿真实例表明, 该设计方法是有效的和可行
的. 由于本文所考虑的区域D涵盖圆域,所以本文结
果比文献[4∼6]更具广泛性. 另外, 在区域D和系统
不变的情况下, 本文的方法还可用于极小能量约束
和鲁棒多目标输出反馈控制器的设计.
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