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基基基于于于Hammerstein模模模型型型描描描述述述的的的非非非线线线性性性系系系统统统辨辨辨识识识新新新方方方法法法

向 微, 陈宗海

(中国科学技术大学自动化系,安徽合肥 230027)

摘要: Hammerstein模型常用来描述pH值或具有幂函数、死区、开关等特性的过程,本文提出了一种辨识此类对
象模型结构和参数的新方法,首先将非线性静态部分和线性动态部分分别用非线性基和Laguerre级数表示,然后通
过最小二乘法、矩阵特征值分解和矩阵扩维,辨识出两部分参数. 并证明了该方法在输出端存在白噪声情况下误差
的收敛性. 此方法仅需假设输入为持续激励,适用范围广,计算简单,辨识精度高. 最后通过pH中和滴定实验验证了
以上结论.
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New identification method of nonlinear systems based
on Hammerstein models
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Abstract: Hammerstein models are commonly used to present the pH process or the processes with characteristics such
as exponent, dead-zone and switch. A new method for identification Hammerstein models is presented in this paper. Firstly,
the nonlinear static part and the linear dynamic part are expressed by nonlinear basis functions and the Laguerre functions,
respectively. The parameters of these two parts are then identified by least squares estimation, singular value decomposition
and matrix dimension expansion. The convergence of the output error is also proved when white noises exist in the output
signal. The proposed approach is based on weak assumptions on persistency of the excitation, so it is suitable for many
applications. The operation is easy and the result is accurate. Finally, a simulation on a pH process is given to validate the
conclusions.
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1 引引引言言言(Introduction)
Hammerstein模型由非线性静态模块和线性动

态模块串联构成, 适合描述pH值或具有幂函数、死
区、开关等非线性特性的过程, 其背景是被控对象
本身近似线性, 但是执行机构具有近似静态非线性
的情况[1]. 辨识Hammerstein模型的意义在于: 利用
辨识结果获得中间层输出,选择合适的性能指标,就
可以把原非线性系统的控制问题分解为线性模块的

动态优化问题和非线性模块的静态求根问题,因此
可以有效结合线性模型预测控制的成熟理论解决这

类非线性对象的控制问题,避免传统非线性控制方
法计算量大,收敛性和闭环稳定性不能得到保证等
诸多问题.
现有的Hammerstein模型辨识法主要分为3类:

第1类采用传统迭代法, 最早由Narendra和Gallman

提出[2],这种方法计算复杂,并且文[3]中指出此方法
不一定收敛. 第2类方法由S. Billings提出,利用分离
原理, 将稳态估计和动态辨识相结合, 但这种方法
需要严格假设输入为白噪声[4]. 并且以上两种方法
均假设系统线性部分的阶次、时延为已知. 最新的
研究中, E Bai和Gomez等[5,6]提出一种基于最小二乘

法和特征值分解的辨识方法(LSE-SVD法), 仅需假
设输入为持续激励, 并可获得在有噪声情况下系统
的有效辨识. 但这种算法只在被控对象可无误差的
分解为非线性和线性环节且非线性部分的基先验

已知时, 且最小二乘所得参数矩阵的秩为1, 才能保
证辨识误差在额定范围内,否则辨识误差将受到参
数矩阵其他特征值干扰, 无法保证辨识落入允许范
围.因此, 本文提出一种新的算法, 通过矩阵扩维来
补偿由参数矩阵的其他特征值产生的误差, 保证了
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辨识结果的正确性, 并证明了误差的收敛性. 与其
他Hammerstein辨识算法相比较,本文所提出的算法
具有以下特点:

a) 不要求系统非线性部分的基、线性部分的阶
次和时延为先验已知；

b) 对输入的假设仅需持续激励, 而不需要为零
均值白噪声.

2 问问问题题题描描描述述述 (Problem description )
Hammertein模型描述的非线性系统是由一个无

记忆的非线性环节和一个动态线性环节串联构成,
如图1所示.

图 1 Hammerstein模型

Fig. 1 Hammerstein model

图中: u(k), y(k)和υ(k)分别是辨识输入、系统
输出和噪声序列; v(k)是中间输入信号,它既是线性
动态的输入又是非线性部分的输出,实际过程中是
不可测量的. 则输入输出关系可以表示为

y(k) = G(z)N(u(k)) + υ(k). (1)

非线性部分又可近似为如下的形式:

v(k) =
r∑

i=1

difi(u(k)), (2)

式中: fi(·)(i = 1, 2, · · · , r)为已知非线性基函数,
di(i = 1, 2, · · · , r)为未知系数.
动态线性部分也可用它的单位脉冲响应序

列h(k)来表示, 系统的输出可用输入-输出形式表
示为

y(k) =
∞∑

w=0

h(w)v(k − w) + υ(k) =

∞∑
w=0

h(w)
r∑

i=1

difi(u(k − w)) + υ(k) =

r∑
i=1

di

∞∑
w=0

h(w)fi(u(k − w)) + υ(k). (3)

线性部分可用有理正交基描述,由于采用Laguerre级
数描述线性系统模型不需要系统阶次、时延的先

验知识[7], 故选择Laguerre级数作为线性部分的基.
设Hammerstein模型中的线性系统部分是稳定的,
即h(k) ∈ L2[0,∞), 此时用一个Laguerre函数序列
表示这个函数[8]:

h(k) =
p∑

j=1

cjϕj(k), (4)

其中: cj为未知系数, ϕj(k)为Laguerre序列, 形式详
见文[8]. 将式(4)代入式(3)有

y(k) =
r∑

i=1

di

∞∑
w=0

p∑
j=1

cjϕj(w)fi(u(k − w)) + v(k) =

r∑
i=1

di

p∑
j=1

cj

∞∑
w=0

ϕj(w)fi(u(k − w)) + υ(k). (5)

记

lji(k) =
∞∑

w=0

ϕj(w)fi(u(k − w)),

i = 1, 2, · · · , r; j = 1, 2, · · · , p,

代入式(5),可得

y(k) =
r∑

i=1

di

p∑
j=1

cjlji(k) + υ(k) =

p∑
j=1

cj

r∑
i=1

dilji(k) + υ(k). (6)

根据文献[9]的方法,将方程(6)写成离散状态空间的
形式:




Li(k+1)=ALi(k)+bfi(u(k)), i=1, 2,· · ·, r,
y(k) =

r∑
i=1

cLi(k)di + υ(k),

(7)
式中: Li(k) = [l1i(k), l2i(k), · · · , lpi(k)]T, c = [c1,

c2, · · · , cp],文献[9]给出了A, b的确定方法.

3 Hammerstein型型型系系系统统统辨辨辨识识识 (Identification
algorithm )
假设一个可以近似为Hammerstein模型的实际系

统,它的输入输出样本集为{u(k), y(k)}N
k=1,现用最

小二乘和SVD分解估计cj(j = 1, 2, · · · , p), di(i =
1, 2, · · · , r)的值.
将u(k)代入式(7), 可以计算出 lj,i(k)(j =

1, 2, · · · , p, i = 1, 2, · · · , r),记:

φ(k) = [l11(k), l12(k), · · · , l1r(k),

l21(k), · · · , l2r(k), · · · , lpr(k)]T, (8)

θ = [c1d1, c1d2, · · · , c1dr,

c2d1, · · · , c2dr, · · · , cpdr]T, (9)




YN = [y(1), y(2), · · · , y(N)]T,

VN = [υ(1), υ(2), · · · υ(N)]T,

φN = [φ(1), φ(2), · · ·φ(N)].

(10)

此时转化为线性回归形式,采用最小二乘法可求出

θ̂ = (φNφT
N)−1φNYN . (11)

由方程(6)可知方程(2)(4)中参数并不唯一, 因为
若cj, di为符合方程(6)输入输出关系的参数, 则αcj ,
di/α同样符合, α为任意标量. 故需加约束条件,
记d = [d1, d2, · · · , dr]T, 此处设‖d‖2 = 1, 此时
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cj(j = 1, 2, · · · , p); di(i = 1, 2, · · · , r)唯一[6]. 记
矩阵

θcd =




c1d1 c2d1 · · · cpd1

c1d2 c2d2 · · · cpd2

...
...

...
c1dr c2dr · · · cpdr



=




d1

d2

...
dr




[c1 c2 · · · cp].

(12)

通过对θ的估计θ̂, 可以获得θcd的估计θ̂cd. 此时
利用以下原理,可辨识出Hammerstein模型的参数.
定定定义义义 1[11] 矩阵A = (aij)m×n的2-范数定义为

‖A‖2 = sup
w 6=0

‖Aw‖2

‖w‖2

.

引引引理理理 1[11](奇异值分解(SVD)) 若A ∈ Rm×n,
则: 存在正交矩阵 U = [u1, · · · ,um] ∈ Rm×m 和

V = [v1, · · · ,vn] ∈ Rn×n,使{
UTAV = diag(σ1, · · · , σp),

p = min{m,n}, (13)

其中σ1 > σ2 > · · · > σp > 0.
推推推论论论 1[11] 设A ∈ Rm×n的SVD由引理1给出,如

果 k < r = rank A并且 Ak =
k∑

i=1

σiuiv
T
i ,那么

min
rank B=k

‖A−B‖2 = ‖A−Ak‖2 = σk+1. (14)

证明见文[11].
将以上结论应用于Hammerstein模型描述的非线

性系统,可得如下结论.
定定定理理理 设一个基于Hammerstein模型描述的非线

性系统输入输出关系为

y(k)=
∞∑

w=0

h(w)[
r∑

i=1

difi(u(k − w))+∆(k)]+υ(k).

(15)

若线性系统部分是稳定的,且可离散化为



Li(k+1)=ALi(k)+b[fi(u(k))+∆i(k)],

y(k) =
r∑

i=1

cLi(k)di + υ(k),
(16)

式中: ‖d‖2 = 1, ∆(t),∆i(k)表示系统未建模部
分,且|∆|, |∆i|, fi(u(k))(i = 1, 2, · · · , r)均有界. 则
对∀ε > 0,存在I > 1, N0 > 0,有以下模型:




v∗(k) = d∗f̄(u(k)),

L∗(k + 1) = A∗L∗(k) + v∗(k)b,

y∗(k) = c∗L∗(k).

(17)

且当 u为持续激励序列时,对任意 k > N0, (y∗(k)−
y(k))2 6 ε,其中:





A∗ = diag(A,A, · · · , A︸ ︷︷ ︸
I

),

c∗ = [σ1ψ
T
1 , · · · , σIψ

T
I ],

d∗ = [ωT
1 , · · · , ωT

I ]T,

(18)

{
f̄(u(k)) = [f1(u(k)), · · · , fr(u(k))]T,

L∗(k) = [L∗1, · · · , L∗I ]
T.

(19)

证证证 首先利用对系统(19)按式(11)进行最小二
乘辨识出参数集θ̂, θ̂cd. 对∀ε > 0, 存在ε1 > 0,
ε2 > 0, 满足: ε = ε1 + ε2. 因为线性部分稳定,
且fi(u(k))(i = 1, 2, · · · , r)有界,则系统(17)的输出
有界, 结合方程(6), 则: 存在Ry > 0, N1 > 1, 使得
当k > N1,有: ‖lij(k)‖ 6 Ry.
取

ε3 =
√

ε1/(max(r, p)Ry), ε4 = ε2/Ry.

由于u(k)与υ(k)不相关, 且u(k)为持续激励序列,
故在υ(k)为与输入不相关的白噪声情况下, 有
对∀ε4 > 0, 存在N2 > 1, 当样本数N > N2,
‖θ̂ − θ‖2

2 6 ε4
[10].

记 N0 = max(N1, N2).对 θ̂cd进行SVD分解,此
时∆(t),∆i(k)对系统输出的影响包含在θ̂cd内.
由于θ̂cd为r× p维矩阵, 由引理1, 存在正交矩

阵Uψ = [ψ1, · · · , ψr] ∈ Rr×r和Vω = [ω1, · · · , ωp] ∈
Rp×p,使

UT
ψ AVω = diag(σ1, · · · , σρ), ρ = min{r, p},

其中σ1 > σ2 > · · · > σρ > 0.
由推论1可知: 对∀ε3 > 0, 存在∀I 6 ρ, 使得

σI+1 6 ε3,即

‖θ̂cd −
I∑

m=1

σmψmωm‖2 = σI+1 6 ε3.

选取 c∗ = [σ1ψ
T
1 , · · ·σIψ

T
I ], d∗ = [ωT

1 , · · · , ωT
I ]T,并

记: c(m) = σmψT
m, d(m) = ωT

m,其中m = 1, 2, · · · , I ,
则模型(17)的输出可以表示为

y∗(k) = φT(k)
I∑

m=1

θ̂(m),

其中

θ̂(m) =[c(m)
1 d

(m)
1 , c

(m)
1 d

(m)
2 , · · · , c

(m)
1 d(m)

r ,

c
(m)
2 d

(m)
1 , · · · , c

(m)
2 d(m)

r , · · · , c(m)
p d(m)

r ]T.

根据定义1,对照式(17)∼(19),则当k > N0,有

(y∗(k)− y(k))2 =

(φT(k)(
I∑

m=1

θ̂(m) − θ̂ + θ̂ − θ))2 6
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Ry‖
I∑

m=1

θ̂(m) − θ̂‖2
2 + Ry‖θ̂ − θ‖2

2 6

Ry max(r, p)‖
I∑

m=1

σmψmωm − θ̂cd‖2
2 +

Ry‖θ̂ − θ‖2
2 = Ry max(r, p)ε2

3 + Ryε4 = ε.

证毕.
由以上证明可以看出,当系统可以无误差的分解

为一个非线性静态系统和一个线性动态系统,且非
线性部分的基,线性部分的阶次、时延均为已知时,
则∆i(k) ≡ 0,且rank(θ̂cd) = 1. 而当系统非线性部
分的基,线性部分的阶次时延并不完全已知时,则必
然存在∆i 6= 0,它们直接将影响最小二乘辨识的真
值θ和辨识结果θ̂,此时rank(θ̂cd) > 1,故在误差允许
范围内,必须考虑到θ̂cd的其他特征值对辨识的影响.
总结本文所提算法,步骤如下:
1) 选取r, p, fi(·)(i = 1, 2, · · · , r),初始化A, b；

2) 采集系统输入输出数据对, {u(k), y(k)}N
k=1,

带入式(7)(8)计算出φN；

3) 由(11)辨识出θ̂, 并写出其矩阵格式θ̂cd, 按式
(13)将θ̂cd进行特征值分解;

4) 在误差允许范围内选择I ,将第3)步的结果带
入式(18)(19).
于是, 式(17)为本文所得系统模型. 由上述步骤

可以看出,本算法主要包括3个易于实现的环节: 最
小二乘辨识,参数矩阵特征值分解,利用矩阵扩维计
算模型输出,不包含迭代环节, 计算简单, 收敛性显
而易见.

4 实实实验验验结结结果果果 (Experiment results )
为了验证本文提出的算法的有效性, 采用pH中

和滴定过程作为对象进行仿真实验,其模型为[13]





x(k) = f(u(k)) =

u(k)− 1.207u2(k) + 1.15u3(k) + ∆(k),

G(z) =
y(k)
x(k)

=

0.0185z−2 + 0.0173z−3 + 0.00248z−4

1− 1.558z−1 + 0.597z−2
.

(20)

由Weistarrass逼近定理, 非线性的基采用ui(k)
(i = 0, 1, · · · , r − 1)的形式, 通过实验选取r = 4,
p = 3, 时间比例因子λ = 2. 假设未建模非线性
关系∆(k)为0.2

√
|u(k)| + 0.083u6(k), 额定误差设

为0.4, 计算得到需用到的特征值个数为I = 2. 并
且在输出端加入均值为0,方差为0.083的噪声. 采用
本文中算法和纯LSE-SVD算法的辨识结果比较如
下: 图2为输入输出关系曲线, 其中u为输入, y为实

际系统输出, y1为标准算法输出, y2为改进算法输出.

图3、4分别为滤去输出端噪声后, 两种辨识算法误
差的绝对值.
可见,在非线性部分基、线性部分阶次时延并不

先验已知,且存在噪声的情况下,本算法仍然能取得
很好的结果;此时采用纯LSE-SVD方法所做近似省
略了部分有用信息,使得辨识结果误差相当大.

图 2 两种算法辨识pH中和过程效果比较

Fig. 2 Outputs of the pH process for two identified models

图 3 本算法的辨识误差绝对值

Fig. 3 Absolute values of identification errors of

this algorithm

5 结结结论论论 (Conclusion)
本文提出了一种通过最小二乘、特征值分解和

矩阵扩维,辨识Hammerstein型非线性系统的新方法.
与传统Hammerstein型辨识算法相比,首先它不需要
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假设辨识输入为零均值白噪声, 其次由于线性动态
由Laguerre级数表示,故不需要假设系统环节的阶次
时延为先验已知, 最后它可以在输出端存在噪声的
情况下辨识. 在系统的非线性结构不完全已知时,本
算法比标准LSE-SVD方法的辨识精度要高. 综上所
述,这种算法假设条件弱,适用范围广,计算简单,并
有很高的辨识精度.
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