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基基基于于于最最最优优优Hankel范范范数数数近近近似似似的的的线线线性性性相相相位位位IIR滤滤滤波波波器器器设设设计计计
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摘要:提出了一类基于最优Hankel范数近似的线性相位无限脉冲响应(IIR)滤波器设计方法.首先给出了Hankel范
数的相关预备知识, 然后给出了离散时间单输入单数出系统Hankel范数近似的定理及证明, 最后给出了线性相
位IIR滤波器的设计步骤.该方法不但减小了逆矩阵求解过程中的计算量,同时给出了L∞范数近似的误差边界.仿
真结果验证了该方法的有效性.
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Design of linear phase IIR filters via optimal Hankel-norm
approximation
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Abstract: The design of linear phase infinite impulsive response (IIR) filters is condidered via optimal Hankel-norm
approximation. First, some mathematical preliminaries on Hankel-norm is introduced. Then for discrete time single-input
single-output (SISO) system, a theorem of Hankel-norm approximation is proposed and proved. Finally the efficient design
procedures of linear phase IIR filters are derived. The algorithm not only reduces computational load due to the matrix
inversion in lower dimension but also gives L-infinity error bound. Example is worked out which shows the validity of the
approach.
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1 引引引言言言(Introduction)
在数字滤波器中, 无限脉冲响应(IIR)滤波器可

以用较少的阶数获得很高的选择特性, 运算量相
对较小,但是相位却是非线性的.相反,有限脉冲响
应(FIR)滤波器可以得到严格的线性相位,但是要获
得一定的选择性则信号时延较大. 所以一般的数
字IIR滤波器和FIR滤波器都难以做到严格的线性相
位与小运算量兼顾.目前在IIR滤波器研究中采用平
衡截断、最优Hankel范数近似、最小平方根[1∼4]等方

法应用于线性相位IIR滤波器的设计, 利用FIR滤波
器线性相位的特点对IIR滤波器进行设计.
本文进一步研究了最优Hankel范数近似应用于

IIR滤波器设计, 将给出一种新的具有离散时间误
差边界的线性相位IIR滤波器的设计方法,并给出仿
真实例. 这种方法不同于文章[5,6]中需要(n − 1) ×
(n− 1)阶逆矩阵计算,它只需要(k− 1)× (k− 1)阶

逆矩阵计算(k < n),因而减小了计算量; 同时在线
性相位IIR滤波器的设计中给出了Chebyshev范数(或
称L∞范数)的误差边界.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem description)
用FIR滤波器对IIR滤波器进行近似属于模型降

阶问题. 给定FIR数字滤波器, 用n阶传递函数G(z)
表示, 需要找到阶数为k(k < n)的传递函数Ĝ(z)使
得‖G(z) − Ĝ(z)‖尽可能的小. ‖ · ‖表示距离量度或
者范数. 不同距离量度的选择则直接影响IIR滤波
器Ĝ(z)的性能. L2范数定义为

‖G−Ĝ‖2 :=

√
1
2π

w 2π

0

∣∣∣G(ejω)− Ĝ(ejω)
∣∣∣
2

dω. (1)

给定FIR滤波器G(z)得到的最小平方根近
似Ĝ(z)同样是FIR滤波器. 然而它却不能给出误差
频率响应的最大边界. 基于这一原因, 通常使用
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Chebyshev范数.定义为

‖G− Ĝ‖∞ := sup
06ω62π

∣∣∣G(ejω)− Ĝ(ejω)
∣∣∣ . (2)

然而,最优Chebyshev范数近似却不容易计算,为
此考虑使用Hankel范数[3,5,6].
所有传递函数的集合X(z),如果‖X‖2 < ∞,则

称其为Hilbert空间,用L2表示.由著名的Parseval’s定
理知

‖X‖2
2 =

1
2π

w 2π

0

∣∣X(ejω)
∣∣2 dω =

∞∑
t=−∞

|xt|2.

其中{xt}∞t=−∞是X(z)的脉冲响应. 定义L2+ ⊂ L2

是所有因果传递函数G(z)∈L2的集合, L2−⊂ L2是

所有非因果传递函数F (z)∈L2的集合. Π+ 和Π−分

别作为从L2到L2+和L2−的正交投影算子, 分别定

义为Π+[X(z)] =
∞∑

t=0

xtz
−t和Π−[X(z)] =

∞∑
t=1

x−tz
t,

Π+[X(z)]为X(z)的因果部分, Π−[X(z)]为X(z)的
非因果部分,并且‖X‖2

2 = ‖Π+[X]‖2
2+‖Π−[X]‖2

2成

立. F (z)是满足‖F‖∞ < ∞的传递函数, Hankel算
子ΓF与F (z)有关,是一种线性映射: L2+ 7→ L2−.定
义为

Y (z)=ΓF X =Π−[F (z)X(z)] ∈L2− X(z)∈L2+.

(3)
{xt}∞t=0是X(z) ∈ L2+的脉冲响应.式(3)可表示为


y−1

y−2

y−3

...




= HF




x0

x1

x2

...




, HF =




f−1 f−2 f−3 · · ·
f−2 f−3 · · · · · ·
f−3 · · · · · · · · ·

...
...

...
...




.

(4)
Hankel算子仅与F (z)的非因果部分有关, 而与它的
因果部分无关. 矩阵HF 被称作Hankel矩阵. Han-
kel范数是一个诱导范数,被定义为

‖ΓF‖H := sup
X(z)∈L2+

‖Π−[FX]‖2 = σ(HF ),

σ(·)是最大奇异值,以下引理可以在文献[5]中找到.
引引引理理理 如果F (z)是非因果的, 并且存在一个有

界的Chebyshev范数,则‖F‖2 6 ‖F‖H 6 ‖F‖∞.
这表明对于稳定的非因果系统, Hankel范数介

于L2 范数和Chebyshev范数之间.前者条件太弱,后
者计算比较困难, Hankel范数恰好是两者的折中.
基于Hankel范数研究模型降阶问题是由于最优

Hankel范数近似问题存在一个“解析”解. 实际
上,在许多不同的模型降阶中,它是唯一的具有可行
闭环解的方法,并且有可能找到较好的误差边界.这
形成了本文基于FIR滤波器利用最优Hankel范数近
似来设计IIR滤波器的研究思路.

3 最最最优优优Hankel范范范数数数的的的近近近似似似(optimal Hankel-
norm approximation)
本节将给出Hankel范数近似的闭环解及其L∞范

数的频率响应误差边界.本文研究离散时间单输入
单输出系统, 用传递函数G(z) 表示, 它是因果的稳
定的并满足‖G‖∞<∞.进一步假设G(z)=C(zIn−
A)−1B, (A,B, C)是其最小实现, In是n阶单位矩

阵.因为G(z)是严格因果的,所以F (z) = G(z−1)是
非因果的. 笔者感兴趣的是寻找F̂ (z), 它作为F (z)
的最优Hankel范数近似, 并且F̂ (z)的非因果部分
Ĝ(z−1)具有(k − 1)阶.

P和Q分别是以下两个Lyapunov等式的解:

P −APAT = BBT, Q−ATQA = CTC. (5)

P和Q分别被称作可控格莱姆矩阵和可观格

莱姆矩阵. σi是Hankel奇异值, 按照降序排列σ1 >
σ2 > · · · > σn > 0, 那么σi =

√
λi(PQ), i =

1, 2, · · · , n,存在一个最小实现使得

P =

[
Σ1 0
0 σkIr

]
, Q =

[
Σ2 0
0 σkIr

]
. (6)

Σl (l = 1, 2)是对角线正定矩阵, σk是当r > 1时
第k个Hankel奇异值, 并且det(σ2

kIn−r − Σ1Σ2) 6=
0.式(2)中的P和Q的实现称作“主轴实现”[4].
通常r = 1, A,B和C分别与P和Q相匹配:

A =

[
A11 A12

A21 A22

]
, B =

[
B1

B2

]
, C =

[
C1 C2

]
.

以下定理给出了最优Hankel范数F̂ (z)对F (z) =
G(z−1)的近似.
定定定理理理 1 设r = 1, B2 6= 0是标量. Θ, Φ分别是

下式的唯一解:

AT
21 = ΘB2, C2A

T
22 = ΦB2, (7)

那么F (z) = G(z−1)的唯一Hankel范数近似为
F̂ (z)= D̂+Ĉ(zI−Â)−1B̂.其中: Â = AT

11−ΘBT
1 ,

B̂ = Θ, Ĉ = κ1− D̂BT
1 , D̂ = C1Σ1Θ +σkΦ, κ1 =

C1Σ1A
T
11 + σkC2A

T
12, κ2 = C1Σ1A

T
21 + σkC2A

T
22.

令F̂ (z) = F̂a(z) + F̂c(z), F̂a(z)是F̂ (z) 的非因
果部分, F̂c(z)是F̂ (z)的因果部分.那么F̂a(z)有(k −
1)个不稳定的极点(在单位圆外部), F̂c(z)有(n −
k)个 稳 定 的 极 点(在 单 位 圆 内 部). Ĝ(z) =
F̂a(z−1),具有(k − 1)阶,那么具有均衡的上界

‖G− Ĝ‖∞ 6
n∑

i=k

σi. (8)

证证证 因为B2 6= 0,所以

F̂ (z)
[
1 + BT

1 (zIn−1 −AT
11)

−1B̂
]
B2 =
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[D̂ + κ1(zIn−1 −AT
11)

−1B̂]B2.

B̂B2 = ΘB2 = AT
21,从而D̂B2 = κ2得到

F̂ (z)[B2 + BT
1 (zIn−1 −AT

11)
−1AT

21] =

[κ2 + κ1(zIn−1 −AT
11)

−1AT
21]. (9)

µk = νk = [0 1]T 是n阶向量, 由式(6)知, Pνk =
σkµk和Qµk = σkνk. 因为

Vk(z) = (zIn −AT)−1νk =[
zIn−1 −AT

11 −AT
21

−AT
12 z −AT

22

]−1 [
0
1

]
=

[
(zIn−r −AT

11)
−1AT

21

1

]
S(z).

其中

S(z) =

[(z −AT
22)−AT

12(zIn−1 −AT
11)

−1AT
21]

−1 6= 0.

式(9)可表示为

F̂ (z)BT(zIn −AT)−1νk = CPAT(zIn −AT)−1νk,

或者

F̂ (z)BTVk(z) = CPATVk(z). (10)

由于

Xk(z) = BTVk(z) = BT(zIn −AT)−1νk,

Yk(z) = z−1C(z−1In −A)−1µk.

那么

F (z)Xk(z) =

C(z−1In −A)−1BBT(zIn −AT)−1νk =

C(In + (z−1In −A)−1A)Pνk +

CPAT(zIn −AT)−1νk =

σkz
−1C(z−1In −A)−1µk +

CPAT(zIn−AT)−1νk =

σkYk(z)+CPATVk(z). (11)

注意到Xk(z)∈L2+, Yk(z)∈L2−. 比较式(11)和(10)
的不同,可以得到[

F (z)− F̂ (z)
]
Xk(z) = σkYk(z). (12)

很容易得到‖Xk‖2 =‖Yk‖2,实际上Yk(z)/Xk(z)
是全通的, 从而由(12)式知F̂ (z)是F (z)的最优
Hankel范数近似[2,3].由于最优Hankel范数近似是唯
一的,由文献[6]中的结果可得到式(8)的误差边界.
笔者注意到过去的有关最优Hankel范数近似的

工作,逆矩阵是(n− 1)× (n− 1)的.在定理中,逆矩

阵Ĝ(z) = F̂a(z−1)的计算只需要(k − 1) × (k −
1)阶, 计算的复杂程度变小了. 更重要的是定理
给出了在模型降阶中最优Hankel范数近似的误差
边界, 这在文献[5,6]的Hankel近似方法中并没有给
出. 笔者注意到平衡截断技术产生的误差边界
是定理给出的错误边界的两倍, 在定理中, 如果
G(z) = C(zIn −A)−1B + D, 那么D̂表示为

D̂ = C1Σ1Θ + σkΦ + D. (13)

4 最最最优优优Hankel范范范数数数近近近似似似在在在IIR滤滤滤波波波器器器上上上的的的
应应应用用用(Optimal Hankel-norm approximation
application in IIR filters)
前面已经阐明了线性相位IIR滤波器可以转化

为FIR滤波器的设计问题. G(z)作为FIR滤波器因果
的稳定的传递函数:

G(z) =
n∑

t=0

gtz
−t, gn 6= 0. (14)

G(z)的最小实现有n阶,由于Hankel矩阵和F (z) =
G(z−1)有关,表示为

HF =




g1 g2 g3 · · · gn

g2 g3 · · · gn 0
g3 · · · gn 0 0
...

...
...

...
...

gn 0 · · · · · · 0




, (15)

其中: gn 6= 0, HF = UΣV T,让HF进行Hankel矩阵
奇异值分解, U和V是平方酉矩阵, Σ = diag(σ1,

σ2, · · · , σn),那么可以给出G(z)的(A,B, C)实现[4]:



A = [V (2 : n, 1 : n)]TV (1 : n− 1, 1 : n),

B = [V (1, 1 : n)]T,

C = [g1 g2 · · · gn]V.

(16)

它的可控和可观格莱姆矩阵分别为{
P = In,

Q = HT
F HF =(UΣV T)T(UΣV T)=V Σ2V T.

(17)

实现(A,B, C)不是均衡的,但是却具有均衡实现相
同的性质.为了和式(6)具有相同的可控和可观格莱
姆矩阵,做相同的转换:

Ab = S−1AS, Bb = S−1B, Cb = CS. (18)

其中

S = diag(1, · · · , 1,
1√
σk

, 1, · · · , 1),

得到的(Ab, Bb, Cb)可控和可观格莱姆矩
Pb = diag (1, · · · , 1, σk, 1, · · · , 1) , (19)

Qb =diag(σ2
1,· · ·, σ2

k−1, σk, σ
2
k+1,· · ·, σ2

n). (20)
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最后,应用一个简单的置换来使得σk从Pb和Qb矩阵

的第(k, k)位置到第(n, n)位置,从而和式(6)相匹配.



Af = T ′pAbTp, Bf = T ′pBb,

Cf = CbTp, Tp =




Ik−1 0 0
0 0 1
0 In−k 0


 .

(21)

最后的实现(Af , Bf , Cf , D), 本文得到相关的可控
和可观格莱姆矩阵

Pf =diag (Σ1, σk)=diag (1, 1, · · · , 1, σk) , (22)

Qf = diag (Σ2, σk) =

diag
(
σ2

1, · · · , σ2
k−1, σ

2
k+1, · · · , σ2

n, σk

)
. (23)

Af , Bf , Cf ,相对应的Pf和Qf分别可由式(22)(23)给
出,根据定理很容易求出最优Hankel范数近似值.总
结上文得出基于最优Hankel范数近似的线性相
位IIR滤波器设计的步骤, 如式(14)给出FIR滤波器
的G(z):
第第第1步步步 Hankel矩阵HF由式(15)得到, 并进行奇

异值分解;
第第第2步步步 根据式(16)计算(A,B, C),由式(18)计算

(Ab, Bb, Cb),由式(21)计算(Af , Bf , Cf );
第第第3步步步 (Af , Bf , Cf )相对应的Pf和Qf 可由式

(22)(23)给出, 然后可以根据定理计算(Â, B̂, Ĉ), 根
据式(13)计算D̂;
第第第4步步步 计算分解结果F̂ (z) = D̂ + Ĉ(zIn−1 −

Â)−1B̂ = F̂a(z)+ F̂c(z),其中F̂a(z)有确切的(k−1)
个不稳定的极点, F̂c(z)有(n − k)个稳定的极点.最
优Hankel范数近似为Ĝ(z) = F̂a(z−1).
在选择(k − 1)阶最优Hankel范数近似中, 需

要σk−1 >> σk, 至少在σk−1和σk 之间存在较大的

差距,由定理的误差边界可知较大的差距意味着系
统的动态特性可以由前(k−1)阶模型表示[3].在结束
本节之前,简要地讨论一下线性相位FIR滤波器,通
常它具有z−NH(z)的形式,其中:

H(z) =
N∑

k=−N

hkz
−k, hk = h−k, ∀ k.

H(ejω)实际上是ω的函数,在这种情况下可写成

z−mH(z) = Ha(z) + Hc(z),

Hc(z) =
N+m∑
k=0

hk−mz−k.

其中Ha(z)z−mH(z)是z−mH(z) 的非因果部分, 由
于最优Hankel范数近似仅应用于G(z) = Hc(z) (它
是z−mH(z)的因果部分), 则需要适当地选取群时
延m(m > 0), 使得‖Ha‖∞ 较小. 笔者注意到如果
取N和m同,则‖Ha‖∞将得到较小的值.

通常,群时延m越小,计算量越小.但是,群时延
m越大, ‖Ha‖∞越小.在这种境况下一些试错的方法
在k < m < 2k之间进行, 以便取得较为合适的m

值.降阶的IIR滤波器具有(k − 1)阶, FIR滤波器需要
选取具有衰减特性的脉冲响应. 基于这个原因, 窗
口设计方法是首选的,因为它可以加速脉冲响应的
衰减.
5 仿仿仿真真真实实实例例例(Simulation)
为了说明该方法的有效性,本文给出了一个带通

滤波器的例子[1].其理想带通滤波器的幅值响应为

∣∣H(ejω)
∣∣ =





0.0, 0 6 |ω| 6 0.2π,

1.0, 0.3π 6 |ω| 6 0.6π,

0.0, 0.7π 6 |ω| 6 π.

抑制频带的幅值不超过−40 dB.

图 1 IIR滤波器频率响应
Fig. 1 Magnitude response of IIR filter

图 2 通频带频率响应

Fig. 2 Magnitude response in passband

设FIR滤波器的阶数n = 70, 用试错的方法确
定群时延为26, 在计算的过程中, 对于文献[8]需
要计算(70 − 1) × (70 − 1)逆矩阵, 从而获得阶数
为24的IIR滤波器, 而本文的方法只需计算22 × 22
逆矩阵, 就可以获得阶数为22的IIR滤波器. 通过计
算机仿真,完全频率响应和通频带的频率响应分别
如图1,2所示. 从图1可以看到抑制频带衰减的最小
值在靠近转换频带时小于−42 dB,在另一个抑制频
带中则更小.图2说明了通频带的最大波动也是很小
的.因此本文给出了IIR滤波器的抑制频带和通频带
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的很好近似.同时,通过计算机仿真, IIR滤波器的误
差频率响应在图3中给出,通频带相位响应在图4中
给出,图中的直线说明设计的IIR滤波器在通频带具
有线性相位.

图 3 误差频率响应

Fig. 3 Magnitude of error response

图 4 通频带相位

Fig. 4 Phase response in passband

6 结结结论论论(Conclusion)
本文给出了一类基于最优Hankel范数近似的线

性相位IIR滤波器设计方法.该方法在求解过程中只
需要计算(k−1)×(k−1)阶逆矩阵,与计算(n−1)×
(n − 1)阶逆矩阵相比(k < n),减小了计算量.本文

给出了基于FIR滤波器利用Hankel范数近似设计线
性相位IIR滤波器的详细步骤,仿真结果验证了该方
法的有效性.
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