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摘要: 研究了带有饱和执行器的Takagi-SugenoT-S 离散模糊系统的LQ模糊控制问题, 利用Lyapunov稳定理
论、PDC(平行分配补偿)技术以及线性矩阵不等式方法,得到了闭环模糊系统的渐近稳定的充分条件,给出了闭环
系统的LQ模糊控制律的设计方法和吸引域的一个估计,并建立了闭环系统的LQ性能函数上界的计算公式. 进一步,
针对两类优化问题,即: LQ性能最小化问题和吸引域最大化问题,给出了相应的带有线性矩阵不等式约束的计算方
法. 最后,一个仿真例子说明了所给方法的有效性.
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LQ fuzzy control of T-S discrete fuzzy systems with actuator saturation
LIU Bo, JIA Xin-chun, GAO Yi-bo

(School of Mathematical Sciences, Shanxi University, Taiyuan Shanxi 030006, China)

Abstract: The linear quadratic(LQ) fuzzy control problem for Takagi-Sugeno(T-S) discrete fuzzy systems with actuator
saturation is studied in this paper. Firstly, by Lyapunov stability theory, parallel distributed compensation(PDC) technique,
and linear matrix inequality(LMI) approach, a sufficient condition of asymptotic stability of the closed-loop fuzzy systems
is obtained. Secondly, the design method of LQ fuzzy controllers and an estimate of domain of attraction for such systems
are presented, and a computing formula of an upper-bound of the LQ performance cost function is also established. Fur-
thermore, for two kinds of optimization problems, i.e., minimization of LQ performance and maximization of domain of
attraction, two computing methods with LMI constraints are presented. Finally, a numerical example is given to illustrate
the effectiveness of the proposed method.
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1 引引引言言言(Introduction)
自从1985年Takagi和Sugeno首先提出了T-S模糊

连续模型[1]以来, T-S模糊系统的系统分析和控制综
合问题得到广泛研究[2∼5]. T-S模糊系统是非线性系
统的万能逼近器,能以任意精度逼近非线性系统,是
研究非线性系统的一种有效方法.
近几年,带有饱和执行器的非线性系统的稳定性

分析及控制律的设计有较多的研究. Cao and Lin[6]利

用T-S模糊方法研究了带有饱和执行器的非线性连
续时间系统的稳定性问题及控制律设计问题. Hu
and Lin [7], Cao and Lin [8]分别利用Lyapunov稳定理
论, LMI方法研究了带有饱和执行器的非线性离散
时间系统的控制问题. 据笔者所知, 还没有利用T-
S模糊方法对带有饱和执行器的非线性离散系统
的LQ模糊控制问题研究的相关报道.

本文主要工作是: 以T-S模糊系统描述的非
线性离散系统为对象, 研究了带有饱和执行器
的离散T-S模糊系统的LQ模糊控制问题. 利用二
次Lyapunov稳定理论和PDC技术,给出了T-S离散模
糊系统局部渐近稳定条件和系统的一个LQ性能上
界,并在此基础上,得到LQ模糊控制律设计方法,并
且针对两类不同目标函数优化问题,建立了相应的
具有LMIs约束的优化设计方法.
符号说明: AT表示矩阵A的转置, Rn表示n维欧

几里德空间, Rn×m 表示n × m维实数矩阵的全体.
P > 0(P > 0)表示P为对称正定矩阵(半正定矩阵),
对称矩阵中∗表示其对称位置上元素的转置. tr{V }
表示矩阵V的迹. diag{M1,M2, · · · ,Mr}表示对角
块矩阵. co{x1, x2, · · · , xt}表示以x1, x2, · · · , xt为

顶点的凸包. E{·}表示随机向量的数学期望.
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2 问问问题题题提提提出出出和和和准准准备备备知知知识识识(Problem statement
and preliminaries)
考虑如下带有饱和执行器的T-S离散模糊系统

Ri :





If e1(k) is Gi1 and · · · and eq(k) is Giq,

Then x(k + 1)=Aix(k)+Biσ0(u(k)),

z(k)=Cix(k) + Diσ0(u(k)),

i = 1, · · · , r.

(1)

其中: Ri 是第i条模糊规则, x(k) ∈ Rn是状态

向量, z(k) ∈ Rn是被调输出, u(k) ∈ Rm是控制

输入, Ai, Bi, Ci, Di(i = 1, · · · , r)是已知定常矩
阵, r 是模糊If-Then规则的个数, Gij 是给定的模

糊集, e(k) = [e1(k), · · · , eq(k)]T是前件变量, 函
数σ0(u(k))是适当维数的标准饱和函数, 即σ0(u)=
[σ0(u1), · · · , σ0(um)]T, σ0(ui) = sgn ui min{1, |ui|}
(i = 1, 2, · · · ,m), 在此, σ0既表示向量的饱和函数

又表示标量的饱和函数. 则T-S 离散模糊系统(1)可
进一步描述为{

x(k + 1) = Ax(k) + Bσ0(u(k)),

z(k) = Cx(k) + Dσ0(u(k)).
(2)

这里:

A =
r∑

i=1

piAi, B =
r∑

i=1

piBi, C =
r∑

i=1

piCi,

D =
r∑

i=1

piDi, pi = pi(e(k)) = wi(e(k))
r∑

j=1

wj(e(k))
,

wi(e(k)) =
q∏

j=1

Gij(ej(k)).

其中: Gij(ej(k))是ej(k)在Gij的模糊隶属度函数,
r∑

j=1

pj = 1, 0 6 pj 6 1.

T-S离散模糊系统(2)的LQ性能函数选取为

J =
∞∑

k=0

zT(k)z(k), (3)

由模糊系统(2)易知,性能函数(3)既含有状态向量又
含有控制输入.
基于PDC技术,对于T-S离散模糊系统(2),选取如

下模糊控制律:

Ci :

{
If e1(k) is Gi1 and · · · and eq(k) is Giq,

Then u(k) = Fix(k), i = 1, · · · , r,
(4)

则全局状态反馈控制律为

u(k) =
r∑

i=1

piFix(k). (5)

将控制律(5)代入T-S离散模糊系统(2), 得闭环模糊

系统



x(k + 1) = Ax(k) + Bσ0(
r∑

j=1

pjFjx(k)),

z(k) = Cx(k) + Dσ0(
r∑

j=1

pjFjx(k)).
(6)

本文的目的是: 针对带有饱和执行器的T-S离散
模糊系统(2), 设计模糊控制律(4)使得闭环模糊系
统(6)局部渐近稳定, 并给出该系统的LQ 性能(3)的
一个确定上界和系统吸引域的一个估计.模糊控制
律(4)称为模糊系统(2)的LQ模糊控制律.
定义多面体: Γ (Hj) = {x ∈ Rn : |hjdx| 6

1, d = 1, · · · ,m}, hjd 是矩阵Hj(j = 1, · · · , r)的
第d行. 令Λ为对角线元素为0或1的m × m维对角

矩阵组成的集合, 则Λ中有2m个元素, 其中元素记
为Es(s = 1, · · · , 2m),定义E−

s = I−Es,显然E−
s 也

为Λ中元素. 对于正定矩阵P ∈ Rn×n, 定义椭圆
域: Ω(P, 1) = {x ∈ Rn : xTPx 6 1}. 考虑如
下Lyapunov函数:

V (x) = xT(k)Px(k). (7)

引引引理理理 1 对给定的适当维数矩阵Fj,Hj ∈
Rm×n(j = 1, · · · , r). 对x ∈Rn, 如果x ∈

r⋂
j=1

Γ (Hj),

则有

σ0(
r∑

j=1

pjFjx)∈co{Es

r∑
j=1

pjFjx + E−
s

r∑
j=1

pjHjx},

即

σ0(
r∑

j=1

pjFjx)=
2m∑
s=1

r∑
j=1

ηspj(EsFj +E−
s Hj)x. (8)

其中: ηs是状态x的函数, 0 6 ηs 6 1,
2m∑
s=1

ηs = 1.

证证证 由标准隶属度函数性质,得
r⋂

j=1

Γ (Hj) ⊂ Γ (
r∑

j=1

pjHj).

再根据文献[7]中的引理,可知结论成立.

由引理1,如果x(k) ∈
r⋂

j=1

Γ (Hj),则闭环模糊系

统(6)有如下表示:{
x(k + 1) = Mx(k),
z(k) = Nx(k).

(9)

其中:

M = A + B
2m∑
s=1

r∑
j=1

ηspj(EsFj + E−
s Hj),

N = C + D
2m∑
s=1

r∑
j=1

ηspj(EsFj + E−
s Hj).
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3 主主主要要要结结结论论论(Main results)
定定定理理理 1 考虑闭环模糊系统(6). 如果存在

矩阵X > 0, Z ∈ Rn×n, Lj,Wj ∈ Rm×n(j =
1, · · · , r),其中Z 非奇异,使得以下LMIs成立:







X − Z − ZT ∗ ∗
(CiZ + Di(EsLi + E−s Wi)) − I ∗
(AiZ + Bi(EsLi + E−s Wi)) 0 −X


 < 0,

i = 1, · · · , r, s = 1, · · · , 2m,

(10)






2(X − Z − ZT) ∗ ∗
Ξ1 − 2I ∗
Ξ2 0 − 2X


 < 0,

j =1, · · · , r, i=j+1, · · · , r, s=1, · · · , 2m.

(11)

其中:

Ξ1 = (CiZ + Di(EsLj + E−
s Wj)) +

(CjZ + Dj(EsLi + E−
s Wi)),

Ξ2 = (AiZ + Bi(EsLj + E−
s Wj)) +

(AjZ + Bj(EsLi + E−
s Wi)),

Fi =LiZ
−1, Hi =WiZ

−1(i=1,· · · ,r), P =X−1.

且又有Ω(P, 1) ⊂
r⋂

j=1

Γ (Hj), 则闭环模糊系

统(6)在Ω(P, 1)内局部渐近稳定(Ω(P, 1) 包含于
吸 引 域), 闭 环 系 统 的LQ性 能(3)有 上 界J̄ =
xT(0)Px(0). 模糊控制律(4)是模糊系统(2)的LQ模
糊控制律.
证证证 对于任意x ∈ Ω(P, 1) ⊂

r⋂
j=1

Γ (Hj),闭环模

糊系统(6)可写为(9)的形式,则Lyapunov函数V (x) =
xT(k)Px(k)沿闭环模糊系统(8)状态轨迹的前向差
分为

∆V (x(k)) = V (x(k + 1))− V (x(k)) =

xT(k)[MTPM − P ]x(k).

若不等式(10)(11)成立, 又由Fi = LiZ
−1,Hi =

WiZ
−1(i = 1, · · · , r),则有

2m∑
s=1

r∑
i=1

dsii




X − Z − ZT ∗ ∗
(Ci + Di(EsFi + E−s Hi))Z −I ∗
(Ai + Bi(EsFi + E−s Hi))Z 0 −X


 +

2m∑
s=1

r∑
j=1

r∑
i=j+1

dsij




2(X − Z − ZT) ∗ ∗
Ξ3 −2I ∗
Ξ4 0 −2X


 < 0

(12)

成立. 其中:

Ξ3 = (Ci + Di(EsFj + E−
s Hj))Z +

(Cj + Dj(EsFi + E−
s Hi))Z,

Ξ4 = (Ai + Bi(EsFj + E−
s Hj))Z +

(Aj + Bj(EsFi + E−
s Hi))Z,

dsij = ηspipj.

式(12)等价于


X − Z − ZT ∗ ∗
NZ −I ∗
MZ 0 −X


 < 0. (13)

又由(ZT −X)X−1(Z −X) > 0,得X −Z −ZT >
−ZTX−1Z. 若式(13)成立,则下式成立:


−ZTX−1Z ∗ ∗

NZ −I ∗
MZ 0 −X


 < 0. (14)

将式(14)左乘diag{Z−T, I, I}右乘diag{Z−1, I, I}得

−X−1 ∗ ∗

N −I ∗
M 0 −X


 < 0, 即



−P ∗ ∗
N −I ∗
M 0 −P−1


 < 0,

再由矩阵Schur补性质,有MTPM −P +NTN < 0.
则有

∆V (x(k)) = xT(k)(MTPM − P )x(k) <

−xT(k)(NTN)x(k).

显然,对∀ x(k) ∈ Ω (P, 1)/{0},有∆V (x(k)) <

0. 因此, 闭环模糊系统(6)在区域Ω (P, 1)内局部渐
近稳定. 当x(0) ∈ Ω (P, 1)时,有V (x(∞)) = 0.

V (x(∞))− V (x(0)) = −V (x(0)) =

−xT(0)Px(0)<−
∞∑

k=0

xT(k)(NTN)x(k)=−J.

即 J < xT(0)Px(0). 闭环模糊系统(6)的LQ性
能(3)有上界: J̄ = xT(0)Px(0). 证毕.
根据模糊系统的保守性较小的稳定性判据[9],可

以进一步降低定理1的保守性.
推推推论论论 1 考虑闭环模糊系统(6), 如果存在矩阵

X > 0, Xij, Z ∈ Rn×n, Lj,Wj ∈ Rm×n(j =
1, · · · , r),其中Z非奇异,使得以下LMIs成立:







X − Z − ZT + Xii ∗ ∗
(Ci + Di(EsFi + E−

s Hi))Z −I ∗
(Ai + Bi(EsFi + E−

s Hi))Z 0 −X


 < 0,

i = 1, · · · , r, s = 1, · · · , 2m,

(15)
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






2X−2Z−2ZT+Xij +XT
ij ∗ ∗

Ξ1 −2I ∗
Ξ2 0 −2X


<0,

j = 1, · · · , r, i = j + 1, · · · , r, s = 1, · · · , 2m,

(16)


X11 X12 · · · X1r

∗ X22 · · · X2r

...
...

. . .
...

∗ ∗ · · · Xrr




> 0, (17)

且Ω(P, 1) ⊂
r⋂

j=1

Γ (Hj). 其中: Fi = LiZ
−1,Hi =

WiZ
−1(i = 1, · · · , r), P = X−1. 则闭环模

糊系统(6)在Ω(P, 1)内局部渐近稳定(Ω(P, 1)包含
于吸引域), 闭环系统的LQ性能(3)有上界J̄ =
xT(0)Px(0). 模糊控制律(4)是模糊系统(2)的LQ模
糊控制律.
证证证 由定理1的证明过程以及文献[9],易证.
注注注 为了避免性能上界J̄ = xT(0)Px(0)对初始状

态x(0)的依赖性, 假设x(0)为随机向量并满足: E{x(0)} =

0和E{x(0)xT(0)} = I(见文献[11,12]). 此时, 闭环系
统(6)的LQ性能(3)的性能上界的数学期望为: J∗ , E{J̄} =

E{xT(0)Px(0)} = tr{P} = tr{X−1}.

4 两两两类类类优优优化化化问问问题题题(Two kinds of optimal prob-
lems)
在此,给出一个参考集χR ⊂ Rn用以估计吸引

域,其为一个包含原点的凸区域.对一个包含原点
的给定区域ϕ ∈ Rn, 定义: αR(ϕ) := sup{α > 0 :
αχR ⊂ ϕ}. 本文只考虑χR = co{x1, x2, · · · , xt},
其中xi ∈ Rn(i = 1, · · · , t).
4.1 LQ 性性性能能能最最最小小小化化化 (Minimization of LQ perfor-

mance)
对于T-S离散模糊系统(2), 给定期望的参考凸

区域χR,设计LQ模糊控制律(4),使得闭环模糊系
统(6)局部渐近稳定, 闭环系统的吸引域包含χR,
在此前提下,使系统的LQ性能(3)的上界J∗ 最小
化. 对此,可以建立如下的优化问题:





min
X,Xij ,Z,Hj ,Lj ,Wj ,V

: f = tr{V },

s.t. a) Ω(P, 1) ⊂
r⋂

j=1
Γ (Hj),

b)式(15)(16) and (17),

c) χR ⊂ Ω(P, 1),

d)

[
V I

I X

]
> 0.

(18)

其中: 约束条件a)和b)保证了所设计的模糊控

制律(4) 使得闭环模糊系统(6)局部渐近稳定, 并
且Ω(P, 1)在吸引域中, 约束条件c)保证了初始条
件在吸引域中,约束条件d)保证了X−1 < V .
下面, 将上述优化问题转化为可行的带

有LMIs约束的优化问题.
根据文献[10],约束条件a)等价于

hjdP
−1hjd 6 1 ⇐⇒

[
−1 hjd

hT
jd−X−1

]
6 0,

d = 1, · · · ,m, j = 1, · · · , r.

其中hjd 为Hj的第d行. 上式左乘diag{−1, ZT}右
乘diag{−1, Z}可得

[
−1 wjd

∗ −ZTX−1Z

]
6 0,

d = 1, · · · ,m,

j = 1, · · · , r.

(19)

其中wjd为Wj的第d 行, 又由−ZTX−1Z 6 X −
Z − ZT,若有

[
−1 wjd

∗ X − Z − ZT

]
6 0,

d = 1, · · · ,m,

j = 1, · · · , r,

(20)

则有式(19)成立.
约束条件c)等价于

xT
c Pxc <1⇐⇒

[
−1 ∗
xc −P−1

]
60⇐⇒

[
−1 ∗
xc −X

]
60.

综上, 优化问题(18)可转化为带有LMIs约束的优
化问题





min
X,Xij ,Z,Wj ,Lj ,V

: f = tr{V },
s.t. a)式(20),

b)式(15)(16) and (17),

c)

[
−1 ∗
xc −X

]
6 0, c = 1, · · · , t,

d)

[
V I

I X

]
> 0.

(21)

该优化问题可通过MATLAB软件中LMI工具
箱有效求解. 如果上述优化问题(21)有可行
解X, V, Z, Li(i = 1, · · · , r), 则可得LQ 模糊控制
律的局部增益矩阵为Fi = LiZ

−1(i = 1, · · · , r),
模糊系统(2)的吸引域估计为Ω (P, 1), 其中P =
X−1, LQ性能函数最小值为J∗ = tr{V }.
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4.2 吸吸吸引引引域域域最最最大大大化化化(Maximization of domain of at-
traction)
对于T-S离散模糊系统(2)及性能函数(3)的一个

容许性能上界α,设计LQ模糊控制律(4),使得闭环
模糊系统(6)局部渐近稳定,性能函数(3)满足容许
上界的前提下, 闭环系统吸引域的估计Ω(P, 1)最
大化. 对于此类问题, 应用类似于4.1部分中的方
法,可以建立如下可行的带有LMIs约束的优化问
题(22), 其中, 约束条件a)和b) 保证了所设计的模
糊控制律(4)使得闭环模糊系统(6)局部渐近稳定,
约束条件d)和e)保证了LQ性能函数满足容许性能
上界,条件c)中γ 用以度量吸引域的大小, γ的最小

化可保证吸引域的最大化.




min
γ,X>0,Z,Wj ,Lj ,Xij ,V

: f = γ,

s.t. a)式(20),

b)式(15)(16) and (17),

c)

[
−γ ∗
xc −X

]
6 0, c = 1, · · · , t,

d)

[
V I

I X

]
> 0,

e) tr V < α.

(22)

该优化问题(22)可通过MATLAB软件中LMI工
具箱有效求解. 如果上述优化问题(22)有可行解
X, Z, Li(i = 1, · · · , r), 则可得LQ模糊控制律
的局部增益矩阵为Fi = LiZ

−1(i = 1, · · · , r),
由P = X−1, 得到闭环模糊系统(6)的吸引域的
较大估计为Ω (P, 1).
5 仿仿仿真真真例例例子子子(Numerical example)
考虑如下带有饱和执行器的非线性离散系统:

[
x1(k + 1)
x2(k + 1)

]
=




x1(k)− 0.5x2(k) + σ0(u1(k))

x2(k)− 2 sin(x1(k)) + 0.5σ0(u1(k)) + σ0(u2(k))


 .

(23)

该系统是文献[12] 中例子的执行器饱和情
形. 进一步地, 考虑系统被调输出为z1(k) =
x1(k) + σ0(u(k)) 的LQ模糊控制问题. 为了将该
系统化为T-S模糊模型, 假设x1(k) ∈ [−a, a], 其
中a > 0. 此时, 非线性系统(23)可表示为如下T-
S模糊系统:





R1 : If x1(k) is K1, then{
x(k + 1) = A1x(k) + B1σ0(u(k)),
z(k) = C1x(k) + D1σ0(u(k)),

R2 : If x1(k) is K2, then{
x(k + 1) = A2x(k) + B2σ0(u(k)),
z(k) = C2x(k) + D2σ0(u(k)).

(24)

其中: x(k) = [x1(k), x2(k)]T, z(k) = [z1(k),
z2(k)]T, u(k) = [u1(k), u2(k)]T, 模糊集的隶属度
函数K1(x1(k)),K2(x1(k))及相应的矩阵分别为

K1(x1(k)) =



a sin x1(k)− sin a · x1(k)
x1(k) · (a− sin a)

, x1(k) 6= 0,

1, x1(k) = 0,

K2(x1(k))=





a(x1(k)−sin x1(k))
x1(k) · (a−sin a)

, x1(k) 6=0,

0, x1(k) = 0,

A1 =

[
1 − 0.5

−2 1

]
, B1 =

[
1 0
0.5 1

]
, C1 =

[
1 0
0 0

]
,

A2 =


 1 −0.5
−2 sin a

a
1


 , B2 =

[
1 0
0.5 1

]
,

C2 =

[
1 0
0 0

]
, D1 =

[
1 0
0 0

]
, D2 =

[
1 0
0 0

]
.

为了方便,考虑a = 1.5的情形. 给定期望参考区域
为χR = co{x1, x2, x3, x4},其中x1 = [1, 0]T, x2 =
[0, 1]T, x3 = [−1, 0]T, x4 = [0,−1]T. 对于T-S离
散模糊系统(24)以及给定期望参考凸区域χR, 设
计LQ模糊控制律(4), 保证系统(24) 的吸引域包
含χR前提下, 使系统的LQ性能函数(3)的上界J∗

最小化. 当执行器饱和参数为1时, 应用优化方
法(21),得到可行解:

L1 =
[
−2.1926 −1.8808

2.0431 −1.1142

]
, L2 =

[
−2.0534 −1.7371

0.1871 −3.7457

]
,

Z =
[

2.5085 3.1182

3.1172 6.6621

]
, X =

[
2.4604 3.0413

3.0413 6.5351

]
,

V =
[

0.9572 −0.4453

−0.4453 0.3605

]
, P =

[
0.9569 −0.4453

−0.4453 0.3603

]
.

由此可得: LQ性能函数的优化性能上界为J∗ =
tr{V } = 1.3177, LQ模糊控制律的增益矩阵为

F1 =

"
−1.2507 0.3031

2.4433−1.3109

#
, F2 =

"
−1.1821 0.2925

1.8481−1.4273

#
.
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图1∼3 分别给出了当初始状态为(x1(0),
x2(0)) = (1.1, 2.55) 和饱和参数为1时闭环系
统对应的状态响应曲线, 饱和执行器的控制
曲线及吸引域的估计. 由图1可看出, 在给定初
始状态(x1(0), x2(0)) = (1.1, 2.55)下, 闭环系统
的状态响应可以很快达到稳态, 其中初始状
态(x1(0), x2(0)) = (1.1, 2.55)在吸引域中. 图2给
出了对应图1的饱和执行器的控制曲线, 其
中[v1(k), v2(k)] = [σ0(u1(k), σ0(u2(k)], 容易看到
饱和执行器在控制初始阶段出现饱和现象.图3中
椭圆区域是闭环系统的吸引域的估计.

图 1 闭环系统的状态轨迹

Fig. 1 State trajectory of closed-loop system

图 2 饱和执行器的输出轨迹

Fig. 2 Output trajectory of saturating actuator

图 3 吸引域的估计

Fig. 3 Estimate for the domain of attraction

6 结结结束束束语语语(Conclusion)
本文以T-S模糊方法研究了带有饱和执行

器的T-S离散模糊系统的LQ 模糊控制问题, 运

用PDC 技术、Lyapunov稳定理论, 得到了 T-S 离
散模糊系统存在LQ模糊控制律的判别条件,给出
了LQ模糊控制律的设计方法及一个LQ性能上界.
针对不同的设计目标提出了两类优化问题, 并将
这些优化问题转化为带有LMIs约束的可行性问
题.最后,通过一个数值例子说明了所给方法的有
效性.
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