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摘要:本文的目的是针对一类带有不确定性的单输入单输出的仿射非线性系统, 设计一种非线性预测控制器.用
反步设计思想获得具有待定参数的控制器表达式, 然后用预测控制在线优化获得控制器的参数.用这种方法设计
的控制器更易使闭环系统稳定,且闭环系统具有良好的动态特性. 连续发酵过程的仿真结果也验证了控制器是有
效的.
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Model predictive control for nonlinear systems with uncertainty by
using backstepping design
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Abstract: The purpose of this paper is to design a robust nonlinear model predictive controller for a class of single input
single output affine nonlinear systems with uncertainty. The controller expression with undetermined parameters can be
acquired by using backstepping design idea, and the controller parameters are optimized online by using model predictive
control. By using controller proposed in this paper, not only the stability of the closed loop system can be acquired more
easily but also the dynamic behavior of the closed loop system is good. The simulation of a continuous fermenter process
also shows that the controller is valid.
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1 引引引言言言(Introduction)
在实际的生产过程中,往往存在由于系统建模误

差或外部干扰等因素造成的不确定性. 因此带有不
确定性的非线性系统的控制器设计成为自动控制领

域的热门话题之一.其中, Kanellakopoulos I等人[1]针

对一类具有下三角结构的不确定系统,提出了反步
设计(Backstepping)方法. 在近十几年中,反步设计方
法得到了广泛的研究[2∼4], 成为了设计反馈系统镇
定控制器的有力工具之一.反步设计方法是一种迭
代设计的过程,在每一步构造李雅普诺夫函数,通过
严格的放大不等式得到控制器的表达式,以保证系
统的稳定性.
在控制器的设计中,不仅要考虑闭环系统的稳定

性还要考虑动态特性.通常用反步设计方法得到的
控制器参数都是给定的常数. 为了提高闭环系统的
动态特性,笔者希望控制器参数可以通过在线调整

的方法来优化.
预测控制作为一种先进控制方法已经广泛的应

用于很多的工业过程中, 它通过在线优化给定的
目标函数来设计控制器. 但是针对不确定系统, 采
用预测控制设计的闭环系统的稳定问题一直是一

个难题. 现阶段, 鲁棒预测控制的研究还主要集中
在线性系统方面, 如Lee和Yu[5]提出了最大最小算

法, Kathare等人[6]提出了线性矩阵不等式鲁棒预测

控制等.针对具有强非线性的不确定系统的预测控
制的稳定性研究才刚刚起步, 虽然Mhaskar等人[7]提

出了混合预测控制可以保证闭环系统的稳定性,但
这种方法只对一类含有参数不确定的非线性系统有

效,适用范围很有限.本文结合预测控制和反步设计
方法,设计一种针对不确定系统的非线性预测控制
器.该方法虽然不能保证闭环系统的稳定性,但是通
过在优化目标函数时引入由反步设计方法推导出的
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约束条件,使得闭环系统较传统的预测控制算法更
容易稳定,同时还具有良好的动态特性.

2 问问问题题题提提提出出出(Problem formulation)
考虑一类单入单出非线性系统{

ẋ = f(x) + ∆f(x) + g(x)u,

y = h(x).
(1)

其中: x = [x1 x2 · · · xn ]
′ ∈ Rn为状态向量; g(x)

为n维向量场; ∆f(x)为系统的不确定性; u为输入

变量.假设系统的状态完全可测.称{
ẋ = f(x) + g(x)u,

y = h(x).
(2)

为系统(1)的标称系统. 如果标称系统(2)的相对阶
为r,则对于系统(1)则可利用微分同胚坐标变换[8]

z1 =h(x), z2 =Lfh(x), · · · , zr =Lr−1
f h(x). (3)

其中: Lfh(x)为h(x)沿向量场f(x)的李导数,定义为

Lfh(x) := ∂h
∂x f(x); Li

fh(x)为h(x)沿向量场f(x)的i

次李导数, 定义为Li
fh(x) :=

∂(Li−1
f h(x))
∂x f(x), i =

2, · · · , r − 1. 若r 6= n, 可以再选择n − r个坐

标变换关系zr+1 = η1(x), · · · , zn = ηn−r(x) 使
得z(x) = [z1(x), · · · , zn(x)]

′
在平衡点x0处的雅可比

矩阵为非奇异,则可得到如下系统:



ż1 = z2 + φ1(z),

ż2 = z3 + φ2(z),
...

żr = Lr
fh(x) + φr(z) + LgL

r−1
f h(x)u,

(4)

η̇ = q(z) + ψ(z) + p(z)u, (5)

y = z1.

其中: q(z) + p(z)u为系统(2)经过坐标变换以
后的后n − r个状态的导数; φ1(z) = L∆fh(x),
φ2(z) = L∆fLfh(x),· · · ,φr(z) = L∆fLr−1

f h(x)以
及ψ(z)是由原系统(1)的不确定性经过坐标变换得
到的新系统的不确定性. 由系统的相对阶为r可知

LgL
r−1
f h(x)连续, 且6= 0. 假设系统的不确定性是有

界的,且满足

|φ1(z)| 6 ρ1(z1),
|φ2(z)| 6 ρ2(z1, z2),

...
|φr(z)| 6 ρr(z1, · · · , zr).

其中ρ1(z1), ρ2(z1, z2), · · · , ρr(z1, · · · , zr)是已知的
光滑有界函数.
系统(4)是一类具有模型不确定性的积分链系

统, 对于该类系统设计控制器的一个有效方法就
是Backstepping[1].

3 获获获得得得控控控制制制器器器表表表达达达式式式(Acquiring the con-
troller expression )
令

e1 = z1 − yd,

e2 = z2 − α1(z1),
...

er = zr − αr−1(z1, · · · , zr−1),

(6)

其中: yd为期望输出, 函数αi(1 6 i 6 r − 1)是
待确定的虚拟控制, 可以由Backstepping设计得
到; e = [e1, e2, · · · , er]

′
即为系统状态的跟踪误差.

根据Backstepping设计思路,分为r步来递推构造

控制u,在每一步都会提出一个李雅普诺夫函数.
第第第1步步步 由式(3)和(6)可知

ė1 = ż1 = z2 + φ1(z) = e2 + α1(z1) + φ1(z).

通过确定α1(z1)来使跟踪误差e1趋近于零.取二

次型Lyapunov函数V1 =
1
2
e2
1,则有

V̇1 = e1(e2 + α1(z1) + φ1(z)). (7)

令

α1(z1) = −c1e1 − ρ1(z1)sgn e1. (8)

其中: c1 > 0是一个常数, sgn(·)表示符号函数. 则

V̇1 =−c1e
2
1 + e1e2 − e1(ρ1(z1)sgn e1 − φ1(z))6

−c1e
2
1 + e1e2 (9)

第第第i步步步(2 6 i 6 r − 1) 考虑李雅普诺夫函数

Vi = Vi−1 +
1
2
e2

i .

令

αi = −ei − ciei − sgn ei(ρi +
i−1∑
j=1

|∂αi−1

∂zj

|ρj) +

i−1∑
j=1

∂αi−1

∂zj

zj+1. (10)

由于

φi(z)−
i−1∑
j=1

∂αi−1

∂zj

φj(z) 6 ρi +
i−1∑
j=1

|∂αi−1

∂zj

|ρj,

而

V̇i = V̇i−1 + eiėi 6

−
i−1∑
j=1

cje
2
j + ei−1ei + ei[żi − α̇i−1] =

−
i−1∑
j=1

cje
2
j + ei−1ei + ei{ei+1 + αi + φi(z)−



第 4期 杨青等：基于Backstepping设计的不确定非线性系统的预测控制 527

i−1∑
j=1

[
∂αi−1

∂zj

zj+1 +
∂αi−1

∂zj

φj(z)]}. (11)

将式(10)代入式(11),可得

V̇i 6 −
i∑

j=1

cje
2
j + eiei+1

第第第r步步步 考虑李雅普诺夫函数V =
1
2

e′e. 令

u = {−Lr
fh(x)− er−1 − crer − sgn er[ρr +

r−1∑
j=1

|∂αr−1

∂zj

|ρj] +
r−1∑
j=1

[
∂αr−1

∂zj

zj+1]}/

LgL
r−1
f h(x), (12)

则由上一步的推导同理可知

V̇ 6 −
r∑

i=1

cie
2
i .

如果取ci > 0, 1 6 i 6 r,则V̇ 6 0,且仅当e = 0时,
V̇ = 0. 由李雅普诺夫稳定性理论可知式(12)可保
证系统(4)是渐近稳定的. 如果可以证明零动态系
统(5)是稳定的,则整个闭环系统的稳定性就可以保
证了.
但是式(8)和(10)中存在符号函数, 所以α1, · · · ,

αr−1不是光滑的,在定义域内存在使α1, · · · , αr−1不

可导的点. 而在Backstepping的设计中, α1, · · · ,αr−1

的导数被用到了, 因而在实际设计中只能选择一个
连续函数近似表示式(8)和(10)中的符号函数. 而由
于近似函数的引入, 闭环系统的稳定性可能就不再
能够得到保证.在实际设计中,近似函数的选取要尽
可能的保证闭环系统的稳定性.

4 控控控制制制器器器参参参数数数在在在线线线优优优化化化(On-line optimization
of controller parameter)
设计控制器时, 除了希望具有良好的稳态特性,

还希望闭环系统具有良好的动态特性. 这是因为在
实际生产过程中, 系统的动态特性是影响产品质量
及经济效益的一个重要指标.在这一节,通过设计控
制器参数c1,c2,· · · ,cr, 来协调调节时间和超调量之
间的关系,以达到最好的闭环系统动态特性.

在传统的Backstepping设计中, 控制器参数c1,
c2,· · · ,cr被定义为大于零的常数. 本文利用在线滚
动优化确定控制器参数, 提出一种非线性预测控制
算法, 考虑控制器参数c1,c2,· · · ,cr为时变的正实数

变量,在滚动优化过程中,在线调整参数c1,c2,· · · ,cr,
使得预测控制的目标函数最小.

为了适应在线计算机计算的需要,首先用差分的
方法把系统(4)(8)(10)(12)离散化,采样时间为T :

z1(k + 1) = z1(k) + Tz2(k) + Tφ1(z, k),

z2(k + 1) = z2(k) + Tz3(k) + Tφ2(z, k),
...

zr(k + 1) = zr(k) + TLr
fh(x, k) + Tφr(z, k) +

TLgL
r−1
f h(x, k)u(k), (13)

α1(k) = −c1(k)e1(k)− ρ1(k)sgn(e1(k)), (14)

αi(k) =

−ei(k)− ci(k)ei(k)− sgn(ei(k))(ρi(k) +
i−1∑
j=1

|∂αi−1(k)
∂zj(k)

|ρj(k))+
i−1∑
j=1

∂αi−1(k)
∂zj(k)

zj+1(k)

for 2 6 i < r, (15)

u(k) = {−Lr
fh(x, k)− er−1(k)− cr(k)er(k) +

r−1∑
j=1

∂αr−1(k)
∂zj(k)

zj+1(k)− sgn(er(k)) ·

[ρr(k) +
r−1∑
j=1

|∂αr−1(k)
∂zj(k)

|ρj(k)]}/

LgL
r−1
f h(x, k). (16)

考虑取目标函数为

J(k) =
P−1∑
i=1

[e
′
(k + i)Qe(k + i) +

∆u(k + i− 1)
′
R∆u(k + i− 1)] +

e
′
(k + P )Se(k + P ).

其中: ∆u为输入量的变化量, Q, S为正定矩阵, R为

正实数, P为预测时域. 基于Backstepping设计思想
的非线性预测控制算法(BNMPC)为

min
c1,c2,··· ,cr,u

J(k)

s.t. z1(k + 1) = z1(k) + Tz2(k) + Tϕ1(z, k),

z2(k + 1) = z2(k) + Tz3(k) + Tϕ2(z, k),
...

zr(k + 1) = zr(k) + TLr
fh(x, k) + Tϕr(z, k) +

TLgL
r−1
f h(x, k)u(k),

式(14),

式(15),

式(16),

c1(k) > 0, c2(k) > 0, · · · , cr(k) > 0.

其中ϕ1(z, k), · · · , ϕr(z, k)为在第k步预测时φ1,

· · · , φr的近似函数,定义为

ϕ1(z, 1) = ϕ2(z, 1) = · · · = ϕr(z, 1) = 0,

ϕ1(z, k) =

[ẑ1(k)− z1(k)− ẑ1(k − 1) + z1(k − 1)]/T−
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ẑ2(k − 1) + z2(k − 1) + ϕ1(z, k − 1),
...

ϕr(z, k) = [ẑr(k)− zr(k)− ẑr(k − 1) +

zr(k − 1)]/T + ϕr(z, k − 1).

其中: ẑ1,ẑ2,· · · , ẑr可由x̂1,x̂2,· · · ,x̂n经坐标变换计

算(3)得到, 而x̂1,x̂2,· · · ,x̂n为系统状态x1,x2,· · · ,xn

的实测值.
虽然由于近似函数的选取和系统离散化的原因,

本文所提出的预测控制器BNMPC并不能保证闭环
系统的稳定性,但是由于约束条件(14)∼(16)的引入,
该种预测控制器比传统的预测控制器更容易使闭环

系统稳定.

5 仿仿仿真真真研研研究究究(Simulation research)

图 1 连续发酵反应器

Fig. 1 Continuous fermenter process

连续发酵反应器的原理如图1所示. 稀释物流量
为D,进料基质浓度为Sf , X为流出生物量浓度, S为

基质浓度, P为产品浓度.一个简单的反应器动态数
学模型由如下的常微分方程组描述[8]:

Ẋ =−DX + µX,

Ṡ = D(Sf − S)− (µX)/YX/S,

Ṗ =−DP + (αµ + β)X.

其中: µ是特定生长速度, YX/S是生成的生物量, α,
β是产品参数. YX/S, α, β与操作条件无关. µ与基质

和产品有关:

µ =
µm(1− P/Pm)S
Km + S + S2/Ki

.

此模型包含4个模型参数:最大指定生长速率µm,产
品饱和常数Pm, 基质饱和常数Km, 基质抑制常
数Ki. 这4个模型参数的值都是通过实验数据拟合
而来的,如果操作条件变化较大,这些值参数取值可
能不再有效.其中µm对操作条件尤其敏感.
取状态变量x = [X, S, P ],控制u = Sf . 控制目

标是使产品产量最大, 即Q = DP = Dx3最大. 由
于当采用作为控制变量时,可认为D是常数,因而为
了处理方便,可取输出y = x3.已知,参数µm对操作

条件敏感,因而,设该参数实际由µm + ∆µm表示,因
此有µ(x) + ∆µ(x),得到参数不确定动态模型:{

ẋ = f(x) + ∆f(x) + g(x)u,

y = h(x).

其中:

f(x) =




−Dx1 + µ(x)x1

−Dx2 − (µ(x)x1)/YX/S

−Dx3 + (αµ(x) + β)x1


, g(x) =




0

D

0


 ,

∆f(x) =




∆µ(x)x1

−(∆µ(x)x1)/YX/S

(α∆µ(x) + β)x1


 , h(x) = x3.

一个具体模型的参数在稳态工作点的取值如

表1所示.
表 1 稳态工作点各变量的取值

Table 1 Values of the variable in steady states

YX/S α β Pm Ki µm

0.4 g/g 2.2 g/g 0.2 h−1 50 g/l 22 g/l 0.48 h−1

Km D P S Sf X

1.2 g/l 0.15 h−1 25 g/l 2.4 g/l 20 g/l 7 g/l

采用坐标变换z = [h(x), Lfh(x), x3], 系统的零
动态是稳定的[8].
仿真中,参数误差∆µm =0.1µm, ρ1 =1.34, ρ2 =

4,符号函数采用如下的函数近似表示:

sgn x ≈ 2
1 + e−100x

− 1.

图 2 期望输出为yd = 25 g/l时的输出响应
Fig. 2 Output responses of the controllers

with yd = 25 g/l
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将由精确反馈线性化设计的非线性控制器简

称NC[9], 由Backstepping方法设计的非线性控制器
简称为BNC[9], 而将本文提出的预测控制器简称
为BNMPC.

NC参数取值k1 = 70, k2 = 10, BNC参数取
值c1 = 20, c2 = 10, BNMPC参数取值

Q =

[
1.5 0
0 0.5

]
, R = 0.1, S =

[
1.5 0
0 0.5

]
.

图2是µm = 0.48 h−1时, 使输出期望值yd =
25 g/l时分别采用NC、BNC和BNMPC的闭环系统
输出响应曲线.仿真表明,基于精确线性化设计的非
线性控制器不能很好的克服模型参数误差的影响;
采用Backstepping方法设计的非线性控制器则对模
型参数误差具有较好的控制作用,但其动态特性不
够好;而本文提出的非线性预测控制器无论在克服
模型误差方面还是在输出特性方面都明显的优于传

统的Backstepping控制器. 图中: p为产品浓度.

6 结结结论论论(Conclusion)
作者曾经研究过基于反馈线性化方法的预测

控制[10]. 但该方法也存在较大的弱点, 即需要精确
的数学模型. 但实际的生产过程中, 模型的不确定
性是经常存在的. 针对这一特点本文提出一种基
于Backstepping思想的非线性预测控制器. 该控制器
采用Backstepping设计的方法获得不确定系统的控
制器表达式,较之传统的预测控制器解决了模型不
确定的问题且更容易使闭环系统稳定; 同时又能够
利用优化目标函数来在线调整控制器参数,以达到
改善控制器动态特性的目的.
针对连续发酵过程,进行仿真研究.对基于反馈

线性化的控制器、基于Backstepping的控制器以及本
文提出的基于Backstepping设计的预测控制器的跟
踪特性进行比较. 仿真表明, 基于Backstepping设计
的预测控制器的稳态特性和动态特性都很好.
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