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生生生化化化系系系统统统稳稳稳态态态优优优化化化的的的一一一种种种新新新算算算法法法

徐恭贤1, 邵 诚1, 修志龙2

(1. 大连理工大学先进控制技术研究所,辽宁大连 116024; 2. 大连理工大学生物科学与工程系,辽宁大连 116024)

摘要:针对一类生化系统的稳态优化问题,在已有间接优化方法(IOM)的线性优化问题中引入一个反映S–系统解
和原模型解一致性的等式约束,应用Lagrangian乘子法将修正后的非线性优化问题转化为一个等价的线性优化问
题,提出了一种改进的稳态优化新算法. 该优化算法不仅可以收敛到正确的系统最优解,而且可用现有的线性规划
算法去计算.最后将算法应用于几个生化系统的稳态优化中,结果表明,本文提出的优化算法是有效的.
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Abstract: A new algorithm for steady-state optimization of a class of biochemical systems is proposed in this paper.
An additional equality constraint to account for the consistency of solutions between the S-system and the original model
is introduced into the existing linear optimization problem of the indirect optimization method(IOM). Using the general
Lagrangian multiplier method, the resulting optimization problem is then modified as an equivalent linear optimization
problem. The optimization algorithm not only converges to the correct optimum solution of biochemical systems, but also
can be solved with available linear optimization techniques. Finally, the algorithm is applied to the steady-state optimization
of several biochemical systems. The results show the validity of the proposed algorithm.
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1 引引引言言言(Introduction)
从技术的角度来看, 基于模型的优化为分析和

优化生化系统提供了一个有效的系统化工具, 借
助数学优化可以获得生化系统的重要信息, 从而
可以设计过程的最优操作. 关于基于模型的优化
策略已经做了很多有益的工作[1∼8], 其中一个成功
的例子是Torres等人[3]在1996年提出的间接优化方
法(IOM).该方法的基本思想是用S–系统去逼近生化
系统的非线性模型,这种表示的一个好处是,当模型
的所有变量用对数坐标表达时,稳态方程是线性的,
因此, 可用线性优化算法来求解生化系统的稳态优
化问题.但是由IOM方法计算的优化结果显示, S–系
统解与IOM解(即将最优S–系统解下的参数代入原
模型所得的稳态解)往往相差很大, 此时, 可采用迭
代IOM方法以获得比较满意的最优解[9]. 由于S–系
统(基于一阶泰勒逼近[6])是原模型的局部表示,所以

迭代IOM方法只在某一参考稳态附近是有效的, 即
随着迭代次数的增加,目标函数值逐渐减小,直至收
敛到某一最优值,但是该值并不是优化问题的真正
最优解.
为了克服IOM方法的这一缺点,本文提出了一种

可用于求解生化系统稳态优化问题的新算法. 该算
法的基本思想是在IOM方法的线性优化问题中引入
一个说明S–系统解和原模型解一致性的等式约束,
应用Lagrangian乘子法将上述修正后的非线性优化
问题转化为一个等价的线性优化问题来求解. 数值
结果表明, 本文提出的优化算法可以收敛到正确的
系统最优解.
2 生生生化化化系系系统统统描描描述述述及及及其其其稳稳稳态态态优优优化化化(Description

of biochemical systems and its steady-state
optimization)
考虑如下的生化系统
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dXi

dt
= Fi(X,Y ), i = 1, 2, · · · , n. (1)

其中: X = (X1, X2, · · · , Xn)T ∈ Rn, Xi为代谢

物浓度; Y = (Y1, Y2, · · · , Ym)T ∈ Rm, Yk(k =
1, 2, · · · ,m)为模型参数,一般为酶活性.
生化系统(1)的稳态优化问题(SOP)可描述为

max Q(X,Y ) (2a)

s.t. Fi(X,Y ) = 0, (2b)

XL
i 6 Xi 6 XU

i , (2c)

Y L
k 6 Yk 6 Y U

k . (2d)

式中: 目标函数Q(X,Y )通常为某一流量或代谢物
浓度;式(2b)为稳态约束;式(2c)和(2d)分别是对代谢
物浓度Xi和模型参数Yk的约束.

3 优优优化化化方方方法法法(Optimization approach)
如果将“积累”和“消耗”Xi的所有流量之和

分别记为V +
i 和V −

i , 则生化系统(1)可近似表示为如
下的S–系统形式:

dXi

dt
= V +

i − V −
i =

αi

n∏
j=1

X
gij

j

m∏
k=1

Y
g
′
ik

k −

βi

n∏
j=1

X
hij

j

m∏
k=1

Y
h
′
ik

k , i = 1, 2, · · · , n. (3)

式中: αi和βi的定义与文[3]不同,这里只将其视为可
调参数; gij, g

′
ik, hij和h

′
ik为动力阶,其定义式如下:

gij =
(

∂V +
i

∂Xj

Xj

V +
i

)

0

, g
′
ik =

(
∂V +

i

∂Yk

Yk

V +
i

)

0

,

hij =
(

∂V −
i

∂Xj

Xj

V −
i

)

0

, h
′
ik =

(
∂V −

i

∂Yk

Yk

V −
i

)

0

.

下标0表示上述参数是在代谢物浓度的稳态下计算
的,下同.
根据式(3),目标函数Q(X,Y )的S–系统表示为

Q = γ
n∏

i=1

Xfi

i

m∏
k=1

Y
f
′
k

k . (4)

其中: fi和f
′
k是动力阶, γ是速率常数,其表达式为

γ = (Q)0
n∏

i=1

(Xi)
−fi

0

m∏
k=1

(Yk)
−f

′
k

0 . (5)

令
dXi

dt
= 0,则系统(3)的稳态方程可化为

n∑
j=1

(gij − hij) ln Xj +
m∑

k=1

(g′ik − h′ik) ln Yk =

ln
βi

αi

, i = 1, 2, · · · , n. (6)

设xj = ln Xj, j = 1, 2, · · · , n; yk = ln Yk, k =

1, 2, · · · ,m及bi = ln
βi

αi

, i = 1, 2, · · · , n,则可将方

程(6)表示为如下的线性代数方程形式:

Adx + Aidy = b. (7)

其中: 矩阵Ad =(gij−hij)n×n, Aid =(g
′
ik−h

′
ik)n×m,

向量x = (x1, x2, · · · , xn)T,y = (y1, y2, · · · , ym)T,

b = (b1, b2, · · · , bn)T.
由文献[10]可知, 如果生化系统有非零稳态, 则

矩阵Ad可逆,于是由方程(7)可唯一地解出x,其解为

x(y, b) = −A−1
d Aidy + A−1

d b. (8)

由于对数变换并不改变目标函数最优解的位置,所
以优化问题(SOP)可化为线性优化问题(LOP):




max q(x,y)

s.t. Adx + Aidy = b,

ln XL
i 6 xi 6 ln XU

i ,

ln Y L
k 6 yk 6 ln Y U

k .

其中

q(x,y) = ln(Q(X,Y )) =

ln γ +
n∑

i=1

fi ln Xi +
m∑

k=1

f
′
k ln Yk =

ln γ +
n∑

i=1

fixi +
m∑

k=1

f
′
kyk =

ln γ + fTx + f
′Ty. (9)

其中: f =(f1, f2, · · · , fn)T, f
′
=(f

′
1, f

′
2, · · · , f

′
m)T.

为了获得细胞生理能力上可以接受的最优解,对
代谢物浓度Xi的上下界施以如下的约束

[3,4]:

XL
i = 0.8(Xi)0, XU

i = 1.2(Xi)0.

这里(Xi)0为Xi的参考稳态.
从方程(1)的稳态条件Fi(X,Y ) = 0(i =

1, 2, · · · , n)可 以 求 出 系 统(1)的 正 稳 态, 记
为X̂i(Y )(i = 1, 2, · · · , n). 设x̂i = ln X̂i, x̂ =
(x̂1, x̂2, · · · , x̂n)T,定义

q̄(y, b) = q(x(y, b),y). (10)

另引入变量w ∈ Rm,在优化问题(LOP)中增加可以
说明S–系统解和原模型解一致性的等式约束x̂(y)=
x(y, b),则有下面的修正优化问题(MOP):




min q̂(y, b)

s.t. x(w, b) = x̂(w),

xl 6 x(y, b) 6 xu,

yl 6 y 6 yu,

w = y.
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其中:
q̂(y, b) = −q̄(y, b),

xl = (ln XL
1 , ln XL

2 , · · · , ln XL
n )T,

xu = (ln XU
1 , ln XU

2 , · · · , ln XU
n )T,

yl = (ln Y L
1 , ln Y L

2 , · · · , ln Y L
m )T,

yu = (ln Y U
1 , ln Y U

2 , · · · , ln Y U
m )T.

对于此类问题,可以通过确定其Lagrangian函数
的静态点来考虑[11,12]. 引入Lagrangian函数

L = q̂(y, b) + λT(w − y) + σT(x(w, b)−
x̂(w)) + µT

1 (y − yu) + µT
2 (−y + yl) +

ηT
1 (x(y, b)− xu) + ηT

2 (−x(y, b) + xl)(11)

其中λ,σ,µ1,µ2,η1,η2是Lagrangian乘子和Kuhn-
Tucker乘子.
假设以下所用到的导数存在且连续,则修正优化

问题(MOP)的一阶必要最优性条件为
∂TL

∂y
=

∂Tq̂(y, b)
∂y

− λ + µ1 − µ2 +

∂Tx(y, b)
∂y

(η1 − η2) = 0, (12)

∂TL

∂w
= λ +

[
∂x(w, b)

∂w
− ∂x̂(w)

∂w

]T

σ = 0, (13)

∂TL

∂b
=

∂Tq̂(y, b)
∂b

+
∂Tx(w, b)

∂b
σ +

∂Tx(y, b)
∂b

(η1 − η2) = 0, (14)

∂TL

∂σ
= x(w, b)− x̂(w) = 0, (15)

∂TL

∂λ
= w − y = 0, (16)

y − yu 6 0,µ1 > 0,µT
1 (y − yu) = 0, (17)

−y + yl 6 0,µ2 > 0,µT
2 (−y + yl) = 0, (18)

x(y, b) 6 xu,η1 > 0,ηT
1 (x(y, b)− xu) = 0, (19)

x(y, b) > xl,η2 > 0,ηT
2 (x(y, b)− xl) = 0. (20)

由方程(13)和(14)可以求得Lagrangian乘子λ为

λ(w, b) =
[

∂x(w, b)
∂w

− ∂x̂(w)
∂w

]T [
∂Tx(w, b)

∂b

]−1

×
[

∂Tq̂(y, b)
∂b

+
∂Tx(y, b)

∂b
(η1 − η2)

]
. (21)

由式(8)∼(10)有

q̄(y, b) =

ln γ + fT(−A−1
d Aidy + A−1

d b) + f
′Ty =

ln γ + (f
′T − fTA−1

d Aid)y + fTA−1
d b,

所以

∂Tq̂(y, b)
∂b

= −∂Tq̄(y, b)
∂b

= − (
A−1

d

)T
f .

又由式(8)和(16)有
∂x(y, b)

∂b
= A−1

d ,

∂x(w, b)
∂w

= −A−1
d Aid,

∂x(w, b)
∂b

= A−1
d ,

则式(21)可进一步化为

λ(w, b) =
[
−A−1

d Aid − ∂x̂(w)
∂w

]T

AT
d ×

[
− (

A−1
d

)T
f +

(
A−1

d

)T
(η1 − η2)

]
=

[
A−1

d Aid +
∂x̂(w)

∂w

]T

(f − η1 + η2) (22)

求解式(12)(17)∼(20)等价于求解如下的修正模型优
化问题(MLOP):




min q̂(y, b)− λTy

s.t. xl 6 x(y, b) 6 xu,

yl 6 y 6 yu.

显然, (MLOP)仍是一个线性优化问题.
综合前文所述,本文提出的优化算法(MOA)可描

述如下:
a) 选择初始参考稳态设定点w0, 乘子η0

1和η0
2,

修正增益P 1, P 2和P 3(对角正定矩阵, 其对角元素
满足0 < p1

k, p
2
i , p

3
i 6 1)以及解精度ε1, ε2, ε3 > 0.

令r = 0.
b) 对给定的参数wr,由系统(1)求出Xr,然后将

系统(1)和目标函数Q(X,Y )化为S–系统形式.
c) 计算Lagrangian乘子λr.
d) 由x(wr, br) = x̂(wr)确定参数br.
e) 将 br 代入式 (8)中, 求解修正的优化问题

(MLOP), 设yr = ŷr(wr, br)是一个解, 相应的乘子
为µ̂r

1, µ̂
r
2, η̂

r
1和η̂r

2.
f) 变量w,乘子η1和η2的更新迭代分别为

wr+1 = wr + P 1(yr −wr), (23)

ηr+1
1i = max

[
0, ηr

1i + p2
i (η̂

r
1i − ηr

1i)
]
, (24)

ηr+1
2i = max

[
0, ηr

2i + p3
i (η̂

r
2i − ηr

2i)
]
. (25)

其中i = 1, 2, · · · , n. 如果

‖yr −wr‖ 6 ε1, (26)
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‖η̂r
1 − ηr

1‖ 6 ε2, (27)

‖η̂r
2 − ηr

2‖ 6 ε3 (28)

同时成立,则停止迭代;否则令r = r + 1,返回步b).
需要说明的是, 在算法的第r(r > 1)次迭代时,

ln XL
i 和ln XU

i 必须满足如下关系:

ln XL
i = ln 0.8 + xr−1

i ,

ln XU
i = ln 1.2 + xr−1

i .

由优化算法(MOA)求得生化系统的最优解后,
还可以对S–系统模型(3)进行质量评估的分析和
计算. 首先通过解(3)等号右边函数的Jacobian矩
阵(dij)n×n的特征方程可以对S–系统模型进行局部
稳定性的判定[13],其中

dij =
(

V +
i

Xi

)

0

(gij − hij). (29)

其次可以分析模型的鲁棒性,即模型的性能对微
小结构改变的“强健”程度. 系统灵敏度理论是评估
模型质量的重要方法. 在S–系统中有速率常数灵敏
度和动力阶灵敏度,其定义见文[6]. 灵敏度比1大说
明系统对某个参数扰动的响应扩大;反之,则响应减
小. 灵敏度是正值说明系统变量与速率常数(或动力
阶)对参数的扰动,在数值上是同增同减的;反之,则
向相反的方向变化. 一个好的模型其参数灵敏度应
该很小,即参数发生微小改变时,模型仍能保持原有
的结构和行为;相反,如果模型具有高参数灵敏度(不
小于50[14]), 那么就需要重新考虑该模型的参数值.
对数增益也是一种很重要的灵敏度系数, 主要有浓
度对数增益和流量对数增益这两种,其定义见文[6].
最后,还可以考察对暂时扰动或持久变化的瞬态

响应的动力学特性[6], 这可用于检查数学表示是否
一致和可靠.

4 仿仿仿真真真实实实验验验(Simulation experiments)
例例例 1 考虑如下的生化系统[15]

dX1

dt
=

X3 + 1
1 + (1 + Y2)X3

− (Y8 + Y1)X1, (30)

dX2

dt
= X1 − (Y9 + Y1)X2, (31)

dX3

dt
=

X2Y
2
3

Y 2
3 + X2

3

− (Y10 + Y1)X3 −
X3Y4

1 + X3

− Y5(1− Y6Y1)Y1X3

X3 + Y7

. (32)

其 中: X1, X2, X3, t和Y1分 别 是 无 因 次 的 胞

内mRNA、酶、色氨酸浓度、时间和比生长速
率; Y2表示菌种色氨酸操纵子阻遏物水平的无因

次常数. 其它参数意义见文[15]. 同文[15]一样,本文
忽略色氨酸的降解, 所以Y10 = 0. 由于作对数变换

时要求变量是正的,所以此处的Y6与文[15]中的a6互

为相反数.
由文[15]可知, 存在唯一的正稳态解满足方

程(30)∼(32),其表达式可写为

X̂1 =
1

Y8 + Y1

1 + X̂3

1 + (1 + Y2)X̂3

, (33)

X̂2 =
1

Y8 + Y1

1
Y9 + Y1

1 + X̂3

1 + (1 + Y2)X̂3

, (34)

1
Y8 + Y1

1
Y9 + Y1

1 + X̂3

1 + (1 + Y2)X̂3

Y 2
3

Y 2
3 + X̂2

3

=

Y1X̂3 +
X̂3Y4

1 + X̂3

+
Y5(1− Y6Y1)Y1X̂3

X̂3 + Y7

. (35)

对于给定的Yk > 0(k = 1, 2, · · · , 9)和1−Y6Y1 > 0,
容易证明X̂3由方程(35)唯一确定.
模型(30)∼(32)中虽然没有直接包含产物分泌,

但是由文[9,15]可知, 方程(32)的最后一项可以认为
是描述色氨酸消耗和分泌的综合项,记为

Q =
Y5(1− Y6Y1)Y1X3

X3 + Y7

.

于是使色氨酸生物合成过程在稳态下进行, 又
使Q最大的稳态优化问题可表示为

max Q =
Y5(1− Y6Y1)Y1X3

X3 + Y7

s.t.
X3 + 1

1 + (1 + Y2)X3

= (Y8 + Y1)X1,

X1 = (Y9 + Y1)X2,

X2Y
2
3

Y 2
3 + X2

3

= Y1X3 +
X3Y4

1 + X3

+

Y5(1− Y6Y1)Y1X3

X3 + Y7

,

0.8Xi0 6 Xi 6 1.2Xi0, i = 1, 2, 3,

0 < Y1 6 0.00624,

4 6 Y2 6 10,

500 6 Y3 6 5000,

Y4 = 0.0022Y2,

0 < Y5 6 1000,

(Y6, Y7, Y8, Y9) = (7.5, 0.005, 0.9, 0.02).

在给定的参考稳态下, 由式(3)和(4)可以分别得
到方程(30)∼(32)以及目标函数Q 的S–系统表示形
式:

dX1

dt
= α1X

g13
3 Y

g′12
2 − β1X

h11
1 Y

h
′
11

1 Y
h
′
18

8 ,

dX2

dt
= α2X

g21
1 − β2X

h22
2 Y

h
′
21

1 Y
h
′
29

9 ,
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dX3

dt
= α3X

g32
2 Xg33

3 Y
g′33
3 −

β3X
h33
3 Y

h
′
31

1 Y
h
′
34

4 Y
h
′
35

5 Y
h
′
36

6 Y
h
′
37

7 ,

Q = γXf3
3 Y

f
′
1

1 Y
f
′
5

5 Y
f
′
6

6 Y
f
′
7

7 .

本例中, 由于f = (0, 0, f3)T, 则Lagrangian乘
子λ为

λ=
[
A−1

d Aid+
∂x̂(w)

∂w

]T [
(0, 0, f3)

T−η1+η2

]
.

这里∂x̂(w)/∂w可由式(16)和下列关系求得

∂x̂i(yk)
∂yk

=
∂X̂i

∂Yk

Yk

X̂i

,

其中: i = 1, 2, · · ·n, k = 1, 2, · · · ,m.
取如表1所示的初始参考稳态设定点,设修正增

益矩阵P 1, P 2和P 3的对角元素分别为0.9,0.8和0.8,
乘子η0

1和η0
2取为η0

1 = η0
2 = (0.1, 0.1, 0.1)T,则由优

化算法(MOA)求得的系统最优解随迭代次数的变
化曲线如图1所示. 图2给出了应用迭代IOM方法计
算的最优解随迭代次数的变化曲线. 从图1 可以看
出,优化算法(MOA)不仅表现出很快的收敛特性,而
且得到了稳态优化问题的真正最优解. 比较图1和
图2可知, 虽然最后都收敛到某个最优值, 但是优
化算法(MOA)获得了比迭代IOM方法高的色氨酸产
率.表1给出了优化算法(MOA)迭代11步时的优化结
果(Y4未列出).从表中可知, S–系统解和IOM解得到
了基本一致的流量(约为参考稳态时的4.54倍). 可以
验证,在该稳态下, S–系统模型是稳定而且鲁棒的.

表 1 优化算法(MOA)迭代11步时的优化结果
Table 1 Results of optimization algorithm(MOA)

at the end of 11 iterations

变量 参考稳态 S–系统解 IOM解

X1 0.184654 0.221358 0.221147
X2 7.986756 8.435894 8.427862
X3 1418.931944 244.003588 387.916778
Y1 0.00312 0.00624 0.00624
Y2 5 4 4
Y3 2283 5000 5000
Y5 430 1000 1000
Q 1.310202 5.946496 5.947879

为了考察p1
k对优化算法(MOA)收敛速度的影

响情况, 以下分别就p1
k = 0.2, p1

k = 0.5和p1
k =

0.9这3种情形进行讨论. 图3,4和1分别是p1
k =

0.2, 0.5和0.9时算法的收敛趋势曲线. 从图中可以
看出, 优化算法(MOA)的收敛速度随着参数p1

k的增

大而变快.

图 1 例1中优化算法(MOA)的性能曲线(p1
k = 0.9)

Fig. 1 Performance of the optimization algorithm (MOA)

for Example 1 (p1
k = 0.9)

图 2 例1中迭代IOM方法的性能曲线
Fig. 2 Performance of the iterative IOM approach

for Example 1

例例例 2 考虑如下的生化系统[16]:
dX1

dt
=

1.75Y1Y2

1.5 + Y1

− 2X1Y3

0.3333 + X1

, (36)

dX2

dt
=

2X1Y3

0.3333 + X1

− 1.7X2Y4

0.6667 + X2

, (37)

dX3

dt
=

1.7X2Y4

0.6667 + X2

− 1.5X3Y5

0.6429 + X3

, (38)

dX4

dt
=

1.5X3Y5

0.6429 + X3

− 1.3X4Y6

0.1875 + X4

. (39)

图 3 例1中优化算法(MOA)的性能曲线(p1
k = 0.2)

Fig. 3 Performance of the optimization algorithm (MOA)

for Example 1 (p1
k = 0.2)
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图 4 例1中优化算法(MOA)的性能曲线(p1
k = 0.5)

Fig. 4 Performance of the optimization algorithm (MOA)

for Example 1 (p1
k = 0.5)

由文[16],目标函数Q可取为

Q =
1.3X4Y6

0.1875 + X4

.

于是使生化系统(36)∼(39)在稳态下进行, 又使Q最

大的稳态优化问题可表示为



max Q =
1.3X4Y6

0.1875 + X4

s.t.
1.75Y1Y2

1.5 + Y1

=
2X1Y3

0.3333 + X1

,

2X1Y3

0.3333 + X1

=
1.7X2Y4

0.6667 + X2

,

1.7X2Y4

0.6667 + X2

=
1.5X3Y5

0.6429 + X3

,

1.5X3Y5

0.6429 + X3

=
1.3X4Y6

0.1875 + X4

,

0.8Xi0 6 Xi 6 1.2Xi0, i = 1, 2, 3, 4,

1.6 6 Y1 6 2.4,

0.2 6 Yk 6 5, i = 2, 3, 4, 5, 6.

当方程(36)∼(39)中的参数Yk取为(Y1, Y2, Y3, Y4,

Y5, Y6)T =(2, 1, 1, 1, 1, 1)T时,则可以算得初始参考
稳态设定点为(X1, X2, X3, X4)T =(0.3333, 0.9524,

1.2858, 0.6250)T. 本例中, 修正增益矩阵P 1, P 2和

P 3的对角元素分别取为0.9,0.9和0.9,乘子η0
1和η0

2取

为η0
1 = η0

2 = (0.1, 0.1, 0.1, 0.1)T, 则由优化算
法(MOA)求得的系统最优解随迭代次数的变化
曲线如图5所示. 从图中可以看出,对于例2而言,优
化算法(MOA)也表现出很快的收敛特性. 经过4次迭
代可以求得系统的最优解为5.384615, 这与系统的
实际最优解5.384615是一致的.
例1和例2的仿真结果表明, 在应用优化算

法(MOA)时, 应合理地选择增益矩阵P 1, P 2和P 3,
以使优化算法(MOA)可以在较少的迭代次数内收敛
到系统的最优解.

图 5 例2中优化算法(MOA)的性能曲线
Fig. 5 Performance of the optimization algorithm (MOA)

for Example 2

5 结结结论论论(Conclusion)
本文提出了一种可用于求解生化系统稳态优化

问题的新算法. 该优化算法考虑了S–系统和原模型
之间状态变量对模型参数导数的比较, 不仅可以收
敛到正确的系统最优解, 而且可用现有的线性规划
算法去计算.最后将算法应用于若干生化系统的稳
态优化中, 结果表明, 本文所提出的优化算法是有
效的.
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nonlinear biotechnological processes with linear programming: Ap-
plication to citric acid production by Aspergillus niger[J]. Biotech-
nology and Bioengineering, 1996, 49(3): 247 – 258.

[4] TORRES N V, VOIT E O, GONZÁLEZ-ALCÓN C, et al. An indirect
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