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摘要:基于连续时间系统模型进行控制器设计,离散化后执行采样控制的方法,研究一类具有量化误差的多步长
非线性采样系统的镇定问题.由于非线性因素而无法使用提升技术以及系统状态仅在采样时刻可检测的事实,控制
器中不可检测的系统状态被以采样时刻的状态为初始状态的欧拉叠代近似所获得的近似状态所替换.在采样系统
的保持周期可调节的情况下,运用此修正控制器来镇定整个多步长非线性采样系统,可得系统近似误差和采样量化
误差可分离的结果;同时利用李雅普诺夫函数方法,克服近似误差和量化误差的双重影响,得到系统实用镇定的结
果.最后,仿真例子验证了本文的结果有效.
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Stabilization of multirate nonlinear sampled-data systems
with quantization
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Abstract: The stabilization of multirate nonlinear sampled-data systems with quantization is studied in this paper for
designing a controller based on the continuous-time plant model and discret sampled-data implementation. Since the
lifting technique is not applicable for the case of nonlinearity and the plant states are measured only at sampling times, the
controller’s state is replaced by the approximate state obtained by taking the sampling state as the initial state for the process
of Euler iterative approximation. When this modified controller is applied to stabilize a closed-loop sampled-data control
system with adjustable holder period, the approximate error and sampling quantization error can be separated. Moreover,
the system is practical stabilizable by using the Laypunov function method to deal with the double affects of approximate
error and sampling quantization error. Finally, the simulation example shows the desired result.
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1 引引引言言言(Introduction)
随着数字化控制在现代系统控制中的地位日益

突出,采样系统的理论研究和应用逐渐受到控制论
界的广泛关注. 文献[1]系统地总结了过去几十年来
单步长线性采样系统方面的工作[2∼5]. 单步长采样
适用于一些不太复杂的被控对象．当被控系统各

个控制层次的被控量变化差异很大时, 多步长采样
方法就成为必要.它要求在控制系统中的采样器和
保持器根据不同变化的速率信号采用不同的采样周

期,从而可在花费较小成本的前提下,提高系统的控
制品质.

多步长采样系统的理论研究由于其复杂性几乎

都局限于线性采样系统方面的工作[6∼8]. 文献[9]利
用线性化原理处理一类多步长非线性采样系统,并
研究了量化误差对系统镇定的影响,其结果是局部
的. 本文运用CTD(continuous-time discretization)方
法对采样系统进行设计和分析.众所周知,当采样步
长充分小时, CTD方法对单步长非线性采样系统的
镇定问题有效, 但对于相应的多步长镇定问题的研
究几乎空白,因此值得深入研究.由于受到状态分量
采样的多重性影响,使得在线性多步长采样系统中
行之有效的提升技术在此实现就变得困难,因此如
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何实施CTD方法本身是个需要解决的的问题.
另外,在信号传输过程中,系统的执行机构,例如

控制器,采样器和保持器,都不可避免地会产生不同
程度的量化误差. 于是量化误差对系统品质的影响
是采样系统设计与分析中另一个必须面对的问题.
以往这方面的工作只局限于线性采样系统[10∼12].
由于线性采样系统不产生近似误差, 故其研究相对
简单. 对于非线性采样系统, 近似误差和量化误差
一起是如何影响系统的品质至今未见文献研究.文
献[13]只研究了近似误差的情况. 本文在文献[13]的
基础上采用CTD方法, 进一步研究近似误差和量化
误差在一起是如何对多步长非线性采样系统产生影

响的. 在一定条件下, 本文获得了实用镇定的理论
结果.
本文假定控制系统中采样器和保持器同时采

样, 即排除了时滞的情况. 文章中出现的数学符
号| · |表示向量模, ‖ · ‖表示与向量模相容的矩阵
范数. α ∈ K 表示函数α(t)是K函数,即函数α(t)连
续, 严格单调递增, 而且α(0) = 0; 进一步, 如果
函数α(t)还满足 lim

t→∞
α(t) = ∞, 则称K∞函数, 记

作α ∈ K∞．β(s, t) ∈ KL表示β(s, t)是KL 函数,
即对每一个固定的t, β(s, t)是以s为自变量的K函

数, 对每一个固定的s, β(s, t)关于变量t是连续单调

递减,并且有 lim
t→∞

β(s, t) = 0.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem description)

图 1 多步长非线性采样系统

Fig. 1 Multirate nonlinear sampled-data systems

如图1所示,考虑一类多步长的非线性采样系统,
其中u(t)和x(t)分别表示连续被控系统的m维输入

向量和n维输出向量; y(j)和v(i)分别表示数字控制
器的n维输入向量和m维输出向量. 若被控对象的
输出x(t)的各分量均以相同固定周期Ts > 0进行采
样, 而其输入u(t)是由v(k)的各分量vi(k)通过不同
的输入采样周期Ti > 0(i = 1, 2, · · · ,m)的保持器
而得到. 通常成立Ti 6 Ts, 称其为输入多步长采样
系统,本文简称为多步长采样系统.其采样特点是在
时间Ts内只对x(t)采样一次,但多次改变u(t)各分量
的值.通常假定Ts和Ti之间满足整数倍关系

Ni =
Ts

Ti

, i = 1, 2, · · · ,m. (1)

不妨取

Nh = LCM{Ni | i = 1, 2, · · · ,m}. (2)

其中LCM表示最小公倍数. 那么图1所示的多步长
采样系统的基本采样周期为

Th =
Ts

Nh

. (3)

当被控对象是线性的时候, 可以调节输入采样周
期Th > 0使其充分小,可达到镇定的目标.但是对于
非线性被控对象而言, 则难以做到这点．考虑到采
样过程中量化误差的不可避免性,将图1中的多步长
非线性采样系统的模型描述如下.

1) 连续被控系统的数学模型
dx

dt
= f(x, u). (4)

其中: x是定义在闭域D̄1 ⊂ Rn上的状态, u ∈ Rm是

定义在闭域D̄2 ⊂ Rn上的输入,且f满足: 对于任意
的x1, x2 ∈ D̄1 ⊂ Rn 和u1, u2 ∈ D̄2 ⊂ Rm,存在一
个K函数ϕ1,使

| f(x1, ·)− f(x2, ·) |6 ϕ1(| x1 − x2 |),
| f(·, u1)− f(·, u2) |6 ϕ1(| u1 − u2 |).

2) 以Ts > 0为固定周期进行采样的采样器

y(j) = x(jTs) + q(x(jTs)), j = 0, 1, · · · . (5)

其中: q(x(jTs))表示采样器产生的量化误差, 满
足‖ q(s) ‖6 J · ε0, ε0 ∈ R是量化的精度要求,
J ∈ R是独立于ε0的某个常数.

3) 数字控制器

u(i) = u(iTh) = γ(y(iTh)), i = 0, 1, · · · . (6)

4) 输入保持器以Th > 0的零阶方式保持:

v(i) = u(i), i = 0, 1, · · · , (7)

u(t) = v(i), t ∈ [iTh, (i + 1)Th). (8)

注意到采样率Ts和Th的不同, 即已知jTs时刻的

状态, 而其他时刻的状态未知, 从而控制器输
入y(iTh)是缺少的. 在线性情况下, 可以利用提升
技术定义扩展输入向量将多步长问题转化为以Ts为

周期的单步长的问题来克服上述困难.但对于非线
性问题,上述方法失效,这是问题的困难所在. 同时
看到量化误差也会对系统品质有很大的影响.为此
如何提出切实可行的方法来设计控制器(7)使得上
述采样系统在某种意义下镇定下来是本文研究的主

要目的.
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3 基基基于于于连连连续续续时时时间间间模模模型型型上上上的的的控控控制制制策策策略略略(Control
strategy based on the continuous-time model)

3.1 状状状态态态反反反馈馈馈控控控制制制器器器设设设计计计(Design for state feed-
back controller)
本节采用CTD方法设计控制器(7), 首先根据连

续被控系统(4)设计出镇定控制器u = γ(x), 然后
以T > 0为周期离散化. 众所周知, 当T充分小时,
所得离散控制器是有效的. 但考虑到系统状态只
是在jTs时刻可检测, 其他时刻的状态未知, 因此
连续控制器u = γ(x)离散化后所获得的控制器不
具有可操作性. 为此将连续控制器u = γ(x)中的
未知状态用以T为周期的欧拉近似状态替代, 得到

如下修正的控制器, 其中T =
Ts

l
, l ∈ Z+, i =

jl, · · · , jl + l − 2, xc(i + 1)表示在采样过程中采
样器具有量化误差的情况下, 以jTs时刻采样获得

的系统状态经过i − jm次欧拉近似复合所得到的

第(i + 1)T时刻的状态.



u(i) = γ(xc(i)),

xc(i + 1) = fT (xc(i)) =

xc(i) + T · f(xc(i), γ(xc(i))),

(9)





xc(jl) = y(j), j = 0, 1, · · · ,

xc(i + 1) =

fT (· · · (fT (y(j), γ(y(j))), · · · , γ(y(j)))).

(10)

利用上述修正的控制器(9)∼(10)来研究图1所示的
非线性多步长采样系统(4)∼(8)的镇定问题.为此给
出以下两个基本假设．

假假假设设设 1 对于连续被控系统(4), 存在一个状态
反馈u = γ(x) : Rn −→ Rm使其闭环系统ẋ =
f(x, γ(x))全局渐近稳定, 且对于任意x, y ∈ D̄1 ⊂
Rn,存在K函数ϕ2和状态反馈u = γ(x)使得

| γ(x)− γ(y) |6 ϕ2(| x− y |). (11)

在假设1的条件下,闭环系统ẋ = f(x, γ(x))是完
全的,即任给x0 ∈ Rn,解x(t)在t > 0整体存在.
假假假设设设 2 输入保持器的保持周期Th > 0可以任

意调节. 由假设２,可取T = Th,于是Ts = lTh, l ∈
Z+.

3.2 采采采 样样样 系系系 统统统 的的的 镇镇镇 定定定 问问问 题题题(Stabilization for
sampled-data systems)
本节将讨论控制器(9)(10)对非线性多步长采样

系统(4)∼(8)的镇定问题. 为叙述方便, 此处用x̄c(·)
表示采样器在采样过程中不产生量化误差的情况下

被控对象以Th为积分周期的欧拉近似状态,根据欧
拉近似原理,可得在第iTh时刻的系统状态x(iTh)和

近似状态x̄c(i)之间的关系.
引引引理理理 1 设采样系统(4)∼(8)满足假设1和假

设2, 如果采样器在采样过程中不产生量化误
差(q(x(jTs)) = 0),则对于任给一对正数(41, δ),存
在T1 > 0, 使得对任意的t > 0和i ∈ {0, 1, · · · },
当Th ∈ (0, T1] 时有iTh 6 t, 并且当|x(0)| 6
∆1, |x(s)s∈[0,t]| 6 ∆1时,都有

| x(iTh)− x̄c(i) |6 δ. (12)

在引理1的基础上, 将修正的控制器(9)(10)代
替原控制器(7) 所得的采样系统, 仍记为采样
系统(4)∼(8). 研究其状态x(iTh)和欧拉近似状
态xc(i)之间的联系．
定定定理理理 1 设采样系统(4)∼(8)满足假设1和假设2,

则对于任给一对正数(42, δ), 存在T1 > 0, 使得对
任意的t > 0和i ∈ {0, 1, · · · }, 当Th ∈ (0, T1]时,
有iTh 6 t; 且当|x(0)| 6 ∆2, |x(s)s∈[0,t]| 6 ∆2时,
都有

| x(iTh)− xc(i) |6 δ + αl−1(| q1 |). (13)

其中: q1表示采样时产生的量化误差, α = Id +
Th(ϕ1 + ϕ1 ◦ ϕ2), Id表示恒等映射．

证证证 由引理1知, 对于任给一对正数(42, δ), 存
在T1 > 0, 使得对任意的t > 0和i ∈ {0, 1, · · · },
当Th ∈ (0, T1]时, iTh 6 t; 而且当|x(0)| 6
∆2和|x(s)s∈[0,t]| 6 ∆2时,有

| x(iTh)− x̄c(i) |6 δ.

同时估计x̄c(i)− xc(i).因为

| xc(jl)− x̄c(jl) |=| y(j) + q1 − y(j) |= | q1 |,
| xc(jl + 1)− x̄c(jl + 1) |6
| xc(jl)− x̄c(jl) | +
Th· | f(xc(jl), γ(xc(jl)))−f(x̄c(jl), γ(xc(jl))) |+
Th· | f(x̄c(jl), γ(xc(jl)))−f(x̄c(jl), γ(x̄c(jl))) |6
[Id + Th(ϕ1 + ϕ1 ◦ ϕ2)](| q1 |) := α(| q1 |),
同样对于任意的i ∈ {1, 2, · · · , l − 1},可得

| xc(jl + i)− x̄c(jl + i) |6
α(| xc(jl + i− 1)− x̄c(jl + i− 1) |)6αi(| q1 |).
显然{αi(| q1 |)}是一个递增函数列,所以有

| xc(jl+i)−x̄c(jl+i) |6αi(| q1 |)6αl−1(| q1 |),
从而得到

| x(iTh)− xc(i) |6 δ + αl−1(| q1 |).
注注注 1 对于任给的有界闭域D̄,递增函数列{αi(|q1|)},
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i ∈ {1, 2, · · · , l − 1}是个有界函数列, 这是因为对于任
意q1 ∈ D̄,有

| xc(jl+i)−x̄c(jl+i) |6αi(| q1 |)6 αl−1(| q1 |) =

[Id+Th(ϕ1+ϕ1 ◦ ϕ2)]
Ts
Th
−1

(| q1 |)6eTs(ϕ1+ϕ1◦ϕ2)(|q1|).

注注注 2 在上述的分析中,如果取K函数ϕ1(s) = a1s,

ϕ2(s) = a2s,则有如下推论:
推推推论论论 1 在定理1的条件下, 如果函数f(·, ·)和控制器

u = γ(·)分别满足: 对于任意的x, y ∈ D̄1 ⊂ Rn, u1, u2 ∈
D̄2 ⊂ Rm,存在正常数a1, a2,成立

| f(x1, ·)− f(x2, ·) |6 a1 | x1 − x2 |,
| f(·, u1)− f(·, u2) |6 a1 | u1 − u2 |,
| γ(x)− γ(y) |6 a2 | x− y |,

则有

| x(iTh)− xc(i) |6 δ + eTs(a1+a1a2)(|q1|). (14)

其中| q1 |表示采样时产生的量化误差.
注注注 3 从式(13)和(14)中显然可见系统状态受到近似

误差和采样误差双重影响,而且这种影响是可分离的. 为了
后面叙述方便,记

ε = δ + eTs(ϕ1+ϕ1ϕ2)(|q1|). (15)

引引引理理理 2[14] 在假设1的条件下, 存在参考输
入w ∈ Rm, 光滑函数V : Rn −→ Rn, 增益Ψ ∈
K∞,和光滑可逆矩阵函数G(x) ∈ Rm×m,使得

i) α1(|x|) 6 V (x) 6 α2(|x|);
ii)

V (x) > Ψ(|w|) ⇒ V̇ (x) =
∂V

∂x
· f(x, γ(x) + G(x)w) 6 −α3(V (x)).

其中: αi ∈ K∞, i = 1, 2, 3.

对于给定的正数∆3 > α−1
2 ◦ α1(ε),由定理1可

知, 存在T21 > 0, 使得对任意的t > 0和i ∈ {0, 1,

2, · · · },当Th ∈ (0, T21]时,有iTh 6 t;且当|x(0)| 6
∆3, |x(s)s∈[0,t]| 6 ∆3时,有

| x(iTh)− xc(i) |6 δ + αl−1(| q1 |) := ε.

记T22 = ε/max|x1|,|x2|6∆2
|f(x1, γ(x2))|, ∆2 =

2α−1
1 ◦ α2(∆3), 取T2 = min{T21, T22} > 0, 则

当Th ∈ (0, T2]时可证欧拉近似状态xc(i)位于
以∆2为半径的闭球域B̄(∆2) = {x; |x| 6 ∆2}内,
这是因为

|x(0)| 6 ∆3, V (x) 6 α2(x(t)) ⇒
V (x(0)) 6 α2(x(0)) 6 α2(∆3).

由函数连续性和解的延拓性可知: 存在t0 > 0使得

V (x(t)) 6 α2(∆3) ⇒
|x(t)| 6 α−1

1 ◦ α2(∆3) =
∆2

2
, t ∈ [0, t0).

由定理1可得

|xc(i)| 6 |xc(i)− x(iTh)|+ |x(iTh)| 6
ε +

∆2

2
6 ∆2, i ∈ {0, 1, 2, · · · }, iTh 6 t0.

根据引理2, 取参考输入w = G−1(x)Γ (t), 其
中Γ (t) = γ(xc(i)) − γ(x(t)), t ∈ [iTh, (i + 1)Th),
那么当t ∈ [0, t0]

⋂
[iTh, (i + 1)Th)时,成立

V (x) > Ψ(|G−1(x(t)) · Γ (t)|) ⇒
∂V

∂x
· f(x(t), γ(xc(i))) 6 −α3(V (x(t))).

根据T2的选择,当Th ∈ (0, T2]时,成立

x(t)− x(iTh) =w t

iTh

f(x, u)ds ⇒ |x(t)− x(iTh)| 6 ε.

又由于

|Γ (t)| =
|γ(xc(i))− γ(x(t))| 6 ϕ2(|xc(i)− x(t)|) 6
ϕ2(|x(t)− x(iTh)|+ |x(iTh)− xc(i)|),

所以存在µ > Ψ(G0 · ϕ2(2ε)) > 0,满足

V (x(t)) > µ > Ψ(|G−1(x(t)) · Γ (t)|) ⇒
V̇ (x(t)) =

∂V

∂x
· f(x(t), γ(xc(i))) 6

−α3(V (x(t))), t ∈ [0, t0).

往证t0 = ∞. 根据上述推导过程不难发现,只需证
明对于一切的t > 0, 都有V (x(t)) 6 α2(∆3)即
可. 倘若不真, 即存在某一t0 > 0,t1 > t0, 使
得V (x(t0)) = α2(∆3), V (x(t)) > α2(∆3),那么

V̇ (x(t0)) 6
−α3(V (x(t0))) 6 −α3 ◦ α2(∆3) < 0 ⇒
V (x(t)) 6 V (x(t0)) = α2(∆3), t > t0.

这与前面假设相矛盾. 即对一切的t > 0都
有V (x(t)) 6 α2(∆3),而且

V (x(t)) > µ ⇒ V̇ (x(t)) =
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∂V

∂x
· f(x(t), γ(xc(i))) 6 −α3(V (x(t))).

上述分析的过程和结果, 经整理即得如下定
理．

定定定理理理 2 设采样系统(4)∼(8)满足假设1和假
设2, 则对于任给的正数∆3 > α−1

2 ◦ α1(ε)和µ >

0, 存在T3 > 0, 使得对任意t > 0, 当Th ∈
(0, T3], |x(0)| 6 ∆3时,成立

V (x(t)) > µ ⇒ V̇ (x(t)) 6 −α3(V (x(t))). (16)

其中: ε由式(15)定义, ∆2 = 2α−1
1 ◦ α2(∆3), G0 =

max
x∈B̄(∆2)

‖ G−1(x) ‖ .

注注注 4 定理2中的常数µ > 0的选取依赖于误差ε, 由
前面的推导过程不难得知

µ > Ψ(G0ϕ2(2ε)). (17)

注注注 5 定理2中对于给定的正数∆3要求

ε 6 α−1
1 ◦ α2(∆3). (18)

这表明采样系统的误差与系统解稳定性能的品质有关.

下面给出本文的主要定理．

定定定理理理 3 设采样系统(4)∼(8)满足假设1和假
设2,则对于任给的一对正数(∆, δ),存在T ∗ > 0和
函数β ∈ KL, 使得对任意t > 0, 当|x(0)| 6 ∆,
Th ∈ (0, T ∗]时,成立
{
|x(t)| 6 β(|x(0)|, t) + α−1

1 (Ψ(G0ϕ2(2ε))),

|xc(i)|6β(|x(0)|, iTh)+α−1
1 (Ψ(G0ϕ2(2ε)))+ε.

(19)

其中: G0 = max
x∈B̄(∆2)

‖ G−1(x) ‖, ϕ2 ∈K, α1, Ψ ∈
K∞, ε = δ + eTs(ϕ1+ϕ1ϕ2)(|q1|)．
证证证 任给∆ > 0, 取∆2 = α−1

1 ◦ α2(∆), 由定
理1知: 存在T1 > 0, 使得对任意的t > 0和i ∈
{0, 1, · · · }, 当Th ∈ (0, T1]时, 有iTh 6 t; 且当
|x(0)| 6 ∆2, |x(s)s∈[0,t]| 6 ∆2时,成立

| x(iTh)− xc(i) |6 ε,

同样取∆3 = ∆, 常数µ = Ψ(G0ϕ2(2ε)), 则由
定理2知: 存在T2 > 0, 使得对任意的t > 0和
i ∈ {0, 1, · · · }, 当Th ∈ (0, T2]时, 有iTh 6 t; 且当
|x(0)| 6 ∆3, |x(s)s∈[0,t]| 6 ∆3时,成立

V (x(t)) > µ ⇒ V̇ (x(t)) 6 −α3(V (x(t))).

取T ∗ = min{T1, T2}, 则当Th ∈ (0, T ∗]时, 存在函
数β0 ∈ KL[15],使得当V (x(t)) > µ时,有

V (x(t)) 6 β0(V (x0), t),
所以

V (x(t)) 6 max{β0(V (x0), t), µ} ⇒
|x(t)| 6 α−1

1 (max{β0(V (x0), t), µ}) 6
α−1

1 (β0(V (x0), t)) + α−1
1 (µ) 6

β(|x0|, t) + α−1
1 (µ).

其中β(|x0|, t)) = α−1
1 (β0(α2(|x0|), t)) ∈ KL．注

意µ的取值,则有

|x(t)| 6 β(|x(0)|, t) + α−1
1 (Ψ(G0ϕ2(2ε))),

|xc(i)| = |x(iTh)|+ |x(iTh)− xc(i)| 6
β(|x(0)|, iTh) + α−1

1 (Ψ(G0ϕ2(2ε))) + ε.

证毕.
定理3有如下的等价形式．
定定定理理理 4 设采样系统(4)∼(8)满足假设1和假

设2,对于任给的一对正常数(∆, d),当误差ε满足

α−1
1 (Ψ(G0ϕ2(2ε))) + ε 6 d, (20)

则存在T ∗ > 0和函数β ∈ KL, 使得对任意
的t > 0, 当|x(0)| 6 ∆, Th ∈ (0, T ∗]时, 对采样
系统(4)∼(8)的状态,成立

|x(t)| 6 β(|x(0)|, t) + d,

|xc(i)| 6 β(|x(0)|, iTh) + d.
(21)

其中: α1, Ψ ∈ K∞, ε = δ + eTs(ϕ1+ϕ1ϕ2)(|q1|),
ϕ2 ∈ K, G0 = max

x∈B̄(∆2)
‖ G−1(x) ‖, ∆2 =

2α−1
1 ◦ α2(∆)．
注注注 6 条件(20)刻画了允许误差d与采样系统误差ε之

间的关系. 注意到任意调节Th可使得近似误差δ充分

小, 因此要使条件(20)成立, 允许误差d至少满足d >

eTs(ϕ1+ϕ1ϕ2)(|q1|), 这说明量化误差是系统的固有特性,

它与允许误差是对矛盾体.

4 仿仿仿真真真例例例子子子(Simulation example)
本节考虑一个具体非线性采样系统,并给出其

相应的仿真图.
1) 连续被控系统为

ẋ = f(x, u) = x3 + u. (22)

其中: 系统状态x ∈ B̄(∆1), 控制输入u ∈ B̄(∆2),
B̄(∆j) = {x; |x| 6 ∆j}, j = 1, 2．对于任意
的x, y ∈ B̄(∆1),则有

|f(x1, u)− f(y, u)| 6 3∆2
1|x− y|.
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同样对于任意的u1, u2 ∈ B̄(∆2),也有

|f(x, u1)− f(x, u2)| = |u1 − u2|.

取a1 = max{1, 3∆2
1}, 则f(·, ·)关于两个变量都满

足局部Lipschitz条件.
2) 采样器以固定周期Ts > 0进行采样

y(j) = x(jTs) + q(x(jTs)), j = 0, 1, · · · . (23)

其中q(x(jTs))表示采样过程中产生的量化误差．
3) 保持器是以Th > 0为周期的零阶保持

u(t) = u(i), t ∈ [iTh, (i + 1)Th), i = 0, 1, · · · .

(24)
假设存在l ∈ Z+满足Ts = lTh, 且Th可以任意调

节, 后面将给出系统在不同的保持周期Th作用下

系统解的仿真图. 根据被控系统,设计全局镇定的
控制器

u(t) = γ(x) = −x− 3x3. (25)

显然对于任意的x, y ∈ B̄(∆1),该控制器满足

|γ(x)− γ(y)| =
| − x− 3x3 + y + 3y3| 6 a2 · |x− y|.

其中a2 = 1 + 9∆2
1. 以T = Th为周期将控制器离

散化, 由于系统状态仅在jTs 时刻可检测, 为此修
正控制器为

u(i) = γ(xc(i)) = −xc(i)− 3x3
c(i),

xc(i + 1) = xc(i) + Th · f(xc(i), γ(xc(i))).
(26)

其中

xc(jl) = y(j), j = 0, 1, · · · , l ∈ Z+,

xc(i + 1) =

fT (· · · (fT (y(j), γ(y(j))), · · · , γ(y(j)))),

i = jl, jl + 1, · · · , jl + l − 2.

进一步可得系统误差为

ε := δ + eTsa1(1+a2)(|q1|). (27)

对于闭环系统

ẋ = −x− 2x3,

令V (x) = x2,则可取α1(s) = α2(s) = s2, G(x) =
x2 + 1, Ψ(|w|) = w2, α3(s) = 2s2．

当|x| > |w|时可得
∂V

∂x
· f(x, γ(x) + G(x)w) =

−4x4 − 2x2 + 2x(x + 1)w 6 −2x4,

即当V (x(t)) > Ψ(|w|)时,成立

V̇ (x)=
∂V

∂x
· f(x, γ(x) + G(x)w)6−α3(V (x)).

显然G0 = 1 + ∆2
1,所以采样系统的解满足





|x(t)| 6 β(|x(0)|, t) + 4(1 + 9∆2
1)

2·
(1 + ∆2

1)
2 · ε2,

|xc(i)| 6 β(|x(0)|, iTh) + 4(1+

9∆2
1)

2(1 + ∆2
1)

2ε2 + ε.

(28)

下面的图2∼图6是整个采样系统的一组状态
仿真图,图中分别给出连续时间的被控系统状态,
有量化误差和没有量化误差的情况下近似状态反

馈闭环系统的状态, 相应每个图形分别标出了采
样器和保持器的运行周期以及量化误差大小. 其
中欧拉积分周期与相应的保持周期一致.
比较图2和3,不难看出在采样周期Ts固定的情

况下, 必须通过调节保持周期Th的值来减少量化

误差对系统状态的影响.而图3和4显示,如果采样
周期Ts和保持周期Th保持不变, 量化误差对系统
状态的影响是很明显的. 同样通过图2,5和6之间的
比较,可以看出随着采样器采样周期Ts的增加,保
持周期Th相应要减小才能保证良好的系统稳定性

能,而且系统承受量化误差的能力也在减弱.

图 2 状态仿真(Ts = 1.5, Th = 0.03, |q| = 0.1)

Fig. 2 States simulation (Ts = 1.5, Th = 0.03, |q| = 0.1)

图 3 状态仿真(Ts = 1.5, Th = 0.015, |q| = 0.1)

Fig. 3 States simulation (Ts = 1.5, Th = 0.015, |q| = 0.1)
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图 4 状态仿真Ts = 1.5, Th = 0.015, |q| = 0.31

Fig. 4 States simulation Ts = 1.5, Th = 0.015, |q| = 0.31

图 5 状态仿真(Ts = 1.0, Th = 0.04, |q| = 0.09)

Fig. 5 States simulation (Ts = 1.0, Th = 0.04, |q| = 0.09)

图 6 状态仿真(Ts = 2.0, Th = 0.04, |q| = 0.09)

Fig. 6 States simulation (Ts = 2.0, Th = 0.04, |q| = 0.09)

同时,从这些仿真图可知,当Th取值很小,即欧
拉近似精度很高的时候, 系统品质的好坏主要取
决于量化误差的影响. 而这些都与本文的理论分
析相一致.
5 结结结论论论(Conclusion)
本文考虑系统的采样周期固定情况下的一类

多步长非线性采样系统, 运用CTD方法设计采样
控制器, 并考虑到系统状态的可检测性以及量化
误差的影响, 对所设计的控制器进行了必要的修
正,在假设1和假设2条件下,从理论上证明了在此
修正的控制器作用下, 只要近似误差和量化误差

达到允许范围内, 那么采样系统(4)∼(8)就可以达
到实用镇定.
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