
第 24卷第 4期
2007年 8月

控 制 理 论 与 应 用
Control Theory & Applications

Vol. 24 No. 4
Aug. 2007

产产产品品品随随随机机机缺缺缺陷陷陷生生生产产产系系系统统统有有有限限限时时时域域域最最最优优优生生生产产产控控控制制制

宋春跃, 王 慧

(浙江大学工业控制研究所工业控制技术国家重点实验室,浙江杭州 310027)

摘要:针对合格产品产量呈随机分布的单设备单产品类型不可靠生产系统,假设所生产合格产品的产量占所生
产产品总量比例的概率分布已知,且产品质量检测消耗时间与生产控制时域相比较小. 本文通过对目标函数的离
散化,在离散空间上对生产控制策略进行寻优,得到基于当前状态下的最优生产控制策略,该策略可解析表示为合
格产品产量分布、成本惩罚系数c+(c−)、当前状态及产品质量检测时间的函数. 与同类文献所得结果相比较,该控
制策略克服了文献[8]结论有可能导致系统状态发散的缺点,并且最优控制策略表达式更简洁,所得结论对实际工
程应用而言有显著意义.
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Optimization production control for production system in
a defect-prone environment over finite horizon
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Abstract: The optimization production control is studied for a single-machine, single-type product unreliable production
system, operating in a defect-prone environment. It is assumed that there is a random yield proportion of non-defective
products, with known probability distribution, and the inventory of non-defective products can be observed within a finite
duration which is small enough in comparison with the production control horizon. The optimal production control policy
that minimizes a linear combination of expected surplus and shortage costs over the planning horizon is obtained by discrete
technique and is formulated as a function of the yield rate distribution, c+(c−), the current state and observation duration
of the product inventory. This policy overcomes the drawback in [8] which may give rise to state divergence, and the results
are more explicit and meaningful in engineering project.
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1 引引引言言言(Introduction)
对不可靠生产系统生产控制的研究由来已久,自

提出该命题以来,许多学者进行了多角度的探讨. 大
致说来, 对不可靠生产系统生产控制的研究形成两
个分支: 其一是研究生产设备的不可靠性情况,即生
产设备时有故障和修复事件的发生而导致的生产系

统不可靠(见文[1∼5]及其参考文献). 该方向研究的
生产控制命题是考虑设备故障影响(一般假设设备
过程为Markov过程)时寻求最优的生产控制策略以
使成本函数最小; 分支二是生产系统操作条件及生
产原料供给的波动致使生产出的成品不完全符合需

求, 有次品的产生, 从而导致的生产系统不可靠(见

文[6∼8]及其参考文献). 该分支的研究命题是考虑
合格产品产量的随机性, 寻求最优的生产控制策略
以使成本函数最小. 本文的不可靠性是指后一种情
形.
对于考虑合格产品产量的随机性命题, K. Kogan,

C. shu and J. R. Perkins采用连续系统理论处理方法,
解析给出了单设备单产品类型情况下一个产品质量

测度区间上的最优生产控制策略[8], 该策略是开环
控制策略.实时上, 在满足该文献所给条件下, 其最
优控制策略有可能会导致系统状态发散,则最优命
题也无从谈起. 另外,随着企业信息化的进程,企业
已普遍建立起了企业内部的资源信息共享平台, 使
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得产品库存状态在线可测成为可能.为此,本文对存
在产品随机缺陷的不可靠生产系统最优生产控制进

行了研究, 研究对象仍具有文[8]所述对象特性, 即
单设备单产品类型不可靠生产系统,且生产的成品
中合格产品呈随机分布,并假设合格产品的产量占
总产量比例的概率分布已知. 考虑产品质量检测所
消耗时间与整个生产控制时域相比较小情况, 针对
生产可满足需求, 对系统建立了流率模型, 修正了
文[8]的生产控制约束条件,采用对目标函数进行离
散化然后在离散空间上对原始命题进行寻求, 解析
给出了该不可靠生产控制命题的最优生产控制策

略,且保证了系统状态的收敛.

2 问问问题题题描描描述述述(Description of the problem)
所研究的不可靠生产系统只有一台设备组成,且

该系统仅能生产一类产品P . 由于生产系统的操作
条件及生产原料属性的波动,使得该系统所生产出
的成品中含有一定量的次品. 为保证售出产品质量,
对产品进行在线质量抽检, 设每次产品检测所耗费
的时间为∆t. 在一个检测时域∆t内产品中合格产品

情况并不清楚.假设合格产品产量呈随机分布,且合
格产品产量占产品总产量比例的概率分布已知. 令
该系统的生产速率为u(t), 这里生产速率为系统的
控制变量. 由于受生产设备自身特性的限制,生产速
率u(t)有界,设r为系统对产品P的最大生产能力,即
有

0 6 u(t) 6 r. (1)

假设系统的原材料供应及产品的生产可近似为

连续流动的流体,且在已知生产时域内,产品P的需

求率z(t)是常数z, z > 0. 定义x(t) ∈ R为系统的

库存过程, x(t)为系统状态变量. 则系统所生产产
品P的库存过程x(t)可由如下流率模型来刻画:

ẋ(t) = αu(t)− z, x(0) = x0. (2)

其中α为取值在[0,1]上的随机变量,它表征了系统所
生产的合格产品(non-defective)产量所占产品总生产
产量的比例. 随机变量α由其概率密度函数f (α)来
刻画, 其期望为E(α). 上述模型所表述的不可靠生
产系统在实际生产过程中有典型的代表性, 特别是
诸如印染、食品、造纸等一些流程企业生产线. 对
于t > 0,还需要有以下约束条件:

r > z

E(α)
. (3)

约束方程(3)是系统稳定的内在要求, 在该方程
约束下, 系统的生产方可满足市场需求, 否则,生产
控制将无现实意义.
有限时域下该不可靠生产系统的生产控制命

题可表述为: 寻求时域[0, tf ]内系统的最优生产速

率{u(t) : 0 6 t 6 tf}以使如下期望成本泛函最小:

J(u(t)) = min
u(t)

E[
w tf

0
g(x(t))dt]. (4)

其中g(·)为库存的瞬时成本函数,这里假设g(·)的形
式为分段线性瞬时成本函数,并有如下表达式:

g(x(t)) = c+x+(t) + c−x−(t). (5)

式中: c+及c−分别表示产品库存盈余及缺损时的成

本惩罚系数,有c+(c−) > 0. x+(t), x−(t)定义如下:

x+(t) = max{0, x(t)}, x−(t) = max{0,−x(t)}.
(6)

对于此类优化命题, 文[8]在一个检测时域内通
过构造一个Hamilton函数在连续空间来寻求最优解,
给出了最优控制策略的解析表达式. 若检测时域比
较小,应用该文结论时,控制策略有可能在小区间上
进行跳变,给实际生产控制带来了更多的扰动,最主
要的是在满足该文条件下, 所给的控制策略会导致
系统不稳定,致使库存发散.本文重新考虑了该生产
控制命题, 并假设tf 远远大于∆t, 给出了使系统稳
定的约束条件,解析求解出了基于当前状态和检测
时域的最优控制策略.

3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
令0 = t0 < t1 < · · · < tn = tf为产品检测

时间序列, 且有tl+1 − tl = ∆t, ∆t为产品检测时

域, l = 0, 1, ..., n. n = [(tf/∆t)], [·]为取整函数.
记xk := x(tk), uk := u(tk). 由于tf远远大于∆t,则
式(4)可改写如下:

J(u(t)) = min
u(t)

E[
n−1∑
l=0

w tl+1

tl

g(x(t))dt] ≈

min
u(t)

E[
n−1∑
l=0

w tl+1

tl

g(x(tl))dt] =

min
u(t)

n−1∑
l=0

E[g(x(tl))]∆t. (7)

在 区 间[tl, tl+1]对 式(2)两 边 积 分 得, l =
0, 1, · · · , n− 1,w tl+1

tl

ẋ(t)dt =
w tl+1

tl

(αu(t)− z)dt,

则有xl+1 − xl = (αul − z)∆t,即

xl+1 = (αul − z)∆t + xl. (8)
把式(8)代入式(7)得

J(u(t)) =

min
u(t)

{g(x0)∆t +

n−1∑
l=1

E[g((αul−1 − z)∆t + xl−1)]∆t}. (9)

由于g(x0)及∆t为定值, 则若使式(9)最小, 只要
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使下式取最小值,即
n−1∑
l=1

E[g((αul−1 − z)∆t + xl−1)] =

n−1∑
l=1

E{c+[(αul−1 − z)∆t + xl−1]+ +

c−[(αul−1 − z)∆t + xl−1]−} =
n−2∑
l=0

JL(ul) → min . (10)

其中
JL(ul) = c+[(αul − z)∆t + xl]+ +

c−[(αul − z)∆t + xl]− (11)

对于式(11),有下式成立:
0 6 [ul − z)∆t + xl]+ ⊥ [ul − z)∆t + xl]− > 0.

(12)

其中, ⊥表示正交. 由于g(·)的特性, 即为非负函数,
且为严格凸函数,从式(11)及(12)可以得JL(ul)对于
控制策略ul而言也是凸的. 为使J(u(t))最小, 只须
寻求ul使JL(ul) → min. 由式(11)可得

JL(ul) = c+
w ∞

β
[(αul − z)∆t + xl]f(α)dα−

c−
w β

−∞
[(αul − z)∆t + xl]f(α)dα.

其中β = (z∆t − xl)/(ul∆t). 由概率密度函数性质
可得下式:

JL(ul) =

c+
w ∞
−∞

[(αul − z)∆t + xl]f(α)dα− (c+ +

c−)
w β

−∞
[(αul − z)∆t + xl]f(α)dα.

若不考虑ul的约束式(1),则要使JL(ul) → min,

须有
d(JL(ul))

dul

= 0,即

d(JL(ul))
dul

=

c+∆t
w ∞
−∞

αf(α)dα− (c+ + c−)[(xl −

z∆t)f(β)(
dβ

dul

) + ∆t
w β

−∞
αf(α)dα +

ul∆tβf(β)(
dβ

dul

)] = 0.

β代 入 上 式, 整 理 可 得c+E(α) − (c+ +

c−)
w β

−∞
αf(α)dα = 0,即
w β

0
αf(α)dα =

c+

c+ + c−
E(α). (13)

此时最优控制策略为

ul =
z

β
− xl

β∆t
.

其中β满足式(13). 对于式(13)而言, 要求β ∈ (0, 1).
若β 6 0或β > 1时,式(13)均不成立. 综合控制策略
约束式(1),可得系统最优控制策略,表述如下:

ul =





max{min{ z

β
− xl

β∆t
, r}, 0} if xl >0,

min{ z

β
− xl

β∆t
, r} if xl 60.

(14)
特别地,当xl = 0时, ul = min{z/β, r}.
从式(14)可以看出,最优控制策略ul是合格产品

产量分布、成本惩罚系数c+(c−)、当前状态及产品
质量检测时间的函数. ∆t → 0时, 由式(14)可知:
当xl > 0时, ul = 0;当xl = 0时, ul = min{z/β, r};
当xl < 0时, ul = r. 即x(t) = 0是该生产系统的最
优库存,当目前库存大于该值时,系统停止生产; 当
目前库存小于该值时,系统以最大生产速率生产;若
目前库存等于该值时, 系统以ul = min{z/β, r}速
率进行生产. 以上结论与文[8]中当T → 0时所得结
果完全相同.这种具有开关结构特性的最优控制策
略性质在由设备故障引起的不可靠生产系统生产控

制策略[1][2]中也同样具有.
需要指出的是, 文[8]以是否满足r > z/β把

系 统 分 为 两 种 情 况, 即 满 足r > z/β的 为

“nondeficient”系统, 不满足的为“deficient”系
统, 并分别给出了最优生产控制策略的解析解(见
文[8]中Lemma 4.3∼ 4.4及Lemma4.7∼4.8). 这里不
再区分“nondeficient”系统和“deficient”系统,所
给控制策略式(14)已包括了文[8]中的两类系统情况
下的结果.本文是在r > z/E(α)情况下给出的结论,
即系统须满足约束不等式(3). 实时上, 文[8]所给结
论有可能导致库存过程x(t)发散. 当r > z/β成立

而r > z/E(α)不成立时(即有rE(α) < z时),系统将
处于不稳定状态,说明如下:
任意t > 0, 设控制策略u(t) = C, 其中为C >

0常数,由式(2)可得

E(
w t

0
ẋ(s)ds) = E(

w t

0
(αu(s)− z)ds),

即

E(x(t)) = (CE(α)− z)t + x0. (15)
令C = r, 则E(x(t)) = (rE(α) − z)t + x0,

若rE(α) < z, 则E(x(t))发散. 这种情况在下节例
子2中将有说明. 故针对该情况,本文增加了式(3)的
约束.

4 例例例子子子(Examples)
例例例子子子 1 系统参数如下: r = 1.0, z = 0.3, tf =

150, c+ = 1.0, c− = 3.0,∆t = 0.45. 假设α是在区

间[0,1]上的均匀分布,则有E(α) = 0.5, β = 0.5.
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分别采用文[8]及本文策略进行仿真, 针对初
始状态x0 = 15.0及x0 = −15.0两种情况, 仿真结
果如图1(a)所示. 其中图1(a)的上半部分是针对情
况x0 = 15.0进行的仿真结果, 下半部分是针对情
况x0 = −15.0进行的仿真结果.图中破折线表示需
求z随时间的累计(为了便于比较,该线分别向下/向
上平移了|x0|个单位). 点划线表示本文所求控制策
略u(t)下x(t)的轨迹及αu(t)随时间的累计. 不难看
出,在该策略下,生产能很好的满足需求并保持最优
库存(几乎为零).
图1中虚线对应的是当[0, tf ]区间内x(t)不可测

情况下采用文[8]所给策略的相应曲线. 图1(a)上半
图中实线所示为∆t时域内x(t)不可测情况下采用
文[8]所给策略时x(t)的轨迹及αu(t)随时间的累计
轨迹. 数值仿真结果表明, 若质量检测所消耗时间
与整个生产控制时域相比较小, 本文所给策略与
文[8]所给策略效果一样, 与第3节理论分析结果相
一致,且实际库存被控制在最优库存附近.

(a)

(b)

图 1 x(t),
r

αu(t),
r

z(t)轨迹

Fig. 1 Trajectory of x(t),
r

αu(t),
r

z(t)

例例例子子子 2 系统参数如下: r = 0.75, z = 0.4, tf =
200, c+ = 1.0, c− = 2.0,∆t = 0.6. 并假设α在区

间[0,1]上仍服从均匀分布, 则有E(α) = 0.5, β =
0.58.

此时r > z/β,而r < z/E(α). 显然,约束式(3)不
满足, 但该例条件仍满足文[8]所给的最优控制策
略条件, 采用其所给控制策略, 则系统在初始状态
为x0 = 15.0情况下的仿真图如图1(b)所示, 点划
线和实线分别表示所求控制策略u(t)下x(t)的轨迹
及αu(t)随时间的累计.显然x(t)发散.
从上述例子可以看出,本文所述最优控制策略对

实际工程应用而言有显著的意义.需要说明的是,这
里所给出的结论是针对产品质量检测时域相对于整

个生产控制时域而言比较小的情况下给出的. 若产
品质量检测时域比较长,则生产控制策略仍应采用
文[8]所给结论.

5 结结结论论论(Conclusion)
人类社会信息化进程的加快促使社会生产方式

发生了很大变化. 随着全球市场经济的迅猛发展,企
业间的竞争也日趋激烈. 传统上由于信息反馈能力
差而导致生产系统按计划生产的生产方式已不能真

实反映社会对产品的真实需求,取而代之的是面向
“订单”的生产方式. 这种转变要求工业生产线的
生产必须根据产品和订单的属性改变而不断地改变

生产,对生产进行控制以达最佳的生产效益成为当
今工业生产急需解决的重要问题.本文从控制理论
与工程的应用角度对存在产品随机缺陷不可靠生产

系统的最优生产控制策略进行了研究,通过离散化
技术,解析的给出了单设备单产品类型不可靠生产
系统的最优生产控制策略.与同类文献所得结果相
比较,该控制策略克服了以往结论会导致系统状态
发散的缺点,并且表达更简洁,更方便求取. 所得结
论为多设备多产品此类不可靠生产系统最优生产控

制的进一步研究提供了理论及技术上的支持. 造成
生产系统不可靠性的原因是多样的,如何给出综合
考虑设备故障和存在产品随机缺陷二者都存在情况

下的最优生产控制策略将是下一步的研究工作.
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