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基基基于于于模模模型型型参参参考考考和和和内内内模模模原原原理理理的的的线线线性性性系系系统统统鲁鲁鲁棒棒棒控控控制制制设设设计计计
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摘要:不确定性因素会使系统性能恶化,它包括系统不确定性参数和各种外部干扰等. 本文针对这种不确定性线
性系统,利用模型参考和内模原理,建立鲁棒控制系统结构,分析了其能控性条件,通过选择参考模型和内模实现系
统能控,在此条件下,将鲁棒控制设计转换为控制系统的 LQR问题进行研究,并运用最优控制理论,计算其反馈控
制律.仿真结果表明该设计方法将“模型参考”与“内模原理”有机结合起来,提高了系统的鲁棒稳定性,有效抑制干
扰,并实现系统性能的改善.
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Robust control design of linear systems
based on model reference and internal model principle

PAN Deng, ZHENG Ying-ping
(School of Electronic & Information Engineering, Tongji Universiy, Shanghai 200092, China)

Abstract: The uncertainties usually deteriorate the performance of the systems. It includes the uncertain parameters
and the outside disturbances and so on. With model reference and internal model principle, a structure of robust control
systems is built for this kind of linear uncertain systems, and its controllability condition is then analyzed. Its controllability
condition can be satisfied by choice of reference model and internal model. On this condition, the robust control design
can be converted into the linear quadratic regulator(LQR) problem, and the optimal control theory can also be utilized to
compute its feedback control law. The simulation shows that model reference and internal model principle can be integrated
into this approach, which can improve the robust stability of the systems, reduce disturbance efficiently and ameliorate its
performance.
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1 引引引言言言(Introduction)
控制系统的分析与设计, 首先要建立数学模型.

由于普遍存在的不确定性, 这些数学模型所表现的
行为总是和理论预估的结果有所差别.通常不确定
性有两个来源[1]: 1) 未知的或不可预计的输入, 如
作用于被控过程中的各种干扰信号、量测噪声等;
2) 被控对象建模“误差”, 如非线性的线性化、高
阶系统的降阶近似等. 在控制对象、控制系统的建
模过程中, 干扰(噪声)与模型参数的不确定性是一
个普遍存在的问题,而干扰对系统的影响更为严重,
这些问题对控制理论的研究和应用都提出了挑战,
一直是自动控制研究的热点.

20世纪80年代以来, 针对不确定性的鲁棒控制

理论研究方兴未艾, 在继承H2控制方法的基础上,
涌现出H∞控制方法、结构奇异值方法、线性矩阵
不等式LMI方法等, 为解决控制对象模型不确定性
和外界扰动不确定性问题提供了有效手段. 其中,
Zames等人提出的H∞优化控制理论是鲁棒控制理
论发展的突出标志之一[1].
另一方面, 基于内模原理的控制方法作为鲁棒

控制方法之一,控制器设计可以由过程模型直接求
取,能够实现无静差跟踪,设计思路清晰、步骤简单,
控制性能优越, 使其在控制理论界和应用领域得到
普遍重视[2,3]. 而模型参考广泛应用于(自适应)跟踪
控制.通过设计合理的反馈控制律或最优控制律,可
以迫使控制对象输出与参考模型输出之间的误差快
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速趋近于零, 以达到存在未知上界的外部干扰、参
数摄动和未建模动态情形下的系统稳定鲁棒控制

和性能鲁棒控制的目的[4]. 在文献[5]中, Lin Yan等
人提出一种新的模型参考鲁棒控制(model reference
robust control, MRRC)算法,可以有效降低跟踪误差,
提高跟踪性能.
本文旨在结合内模原理和模型参考等方面的知

识,运用最优控制理论,将具有外界干扰信号和参数
不确定性的线性系统鲁棒控制问题转变为增广系统

的LQR问题进行研究,求解其反馈控制律,以达到干
扰有效抑制、性能有效改善和系统具有鲁棒稳定性

的目的.

2 不不不确确确定定定性性性线线线性性性系系系统统统模模模型型型(Model of linear
uncertain systems)
为了说明问题, 并不失一般性, 可以假设

被控系统为(Ap,Bp,Cp), 模型参数的不确定性
由∆A,∆B,∆C表征. 其中: Ap = A + ∆A, Bp =
B + ∆B, Cp = C + ∆C,它们分别在A,B,C的邻域
内变化, (A,B)能控, (A,C)能观测. 被控系统模型如
图1所示.

图 1 被控对象的系统模型

Fig. 1 Model of the controlled systems

被控对象的状态方程为

ẋp = Apxp + Bpu + Bww, (1)

yp = Cpxp + Dww. (2)

在上述模型中, A,∆A为n×n矩阵, B,∆B,Bw为n×
p矩阵, C,∆C,Dw为q × n矩阵, u和 yp 分别为 p维

和 q维向量. w为有界干扰.

3 基基基于于于模模模型型型参参参考考考和和和内内内模模模原原原理理理的的的鲁鲁鲁棒棒棒控控控制制制系系系

统统统(Robust control systems based on model
reference and internal model principle)

3.1 鲁鲁鲁棒棒棒控控控制制制系系系统统统结结结构构构及及及状状状态态态方方方程程程(Structure of
robust control systems and its state functions)
基于模型参考和内模原理的鲁棒控制系统(以下

简称鲁棒控制系统, 或该鲁棒系统, 或该系统)设计
方法, 是利用被控对象的输出信号与期望的参考模
型输出信号相比较,由内模对干扰信号滤波,然后通
过增广矩阵在一定条件下求解状态反馈控制规律.
鲁棒控制系统的结构如图2所示.
为了说明问题,假设被控对象的状态是可以检测

的. 参考模型的状态方程为

ẋm = Amxm + Bmu, (3)

ym = Cmxm. (4)

其中: Am为n×n矩阵, Bm为n×n矩阵, Cm为q×n矩

阵, u和ym 分别为p维和q维向量.

图 2 基于模型参考和内模原理的鲁棒控制系统
Fig. 2 Robust control systems based on model reference

and internal model principle

为实现干扰抑制,把干扰信号w的不稳定振型作

为内模引入系统.其中, 不稳定振型位于右半s平面

上根因式的最小公倍式为

φ(s) = sk + αk−1s
k−1 + · · ·+ α1s + α0, (5)

e=yp−ym作为内模输入,以此构建内模的状态方程

ẋc = Acxc + Bce, (6)

yc = Ccxc. (7)

其中:
Ac

kq×kq
= diag{Γ, Γ, · · · , Γ},

Bc
kq×q

= diag{β, β, · · · , β},
Cc = Iq×q,

Γ =




0
... Ik−1

0
−α0 − α1 · · · −αk−1




,

β =
[

0 0 · · · 1
]T

,

e=yp−ym =
[

Cp − Cm 0
]



xp

xm

xc


+Dww.

显然,有增广系统状态方程
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


ẋp

ẋm

ẋc


 =




Ap 0 0
0 Am 0

BcCp −BcCm Ac







xp

xm

xc


 +




Bp

Bm

0


u +




Bw

0
BcDw


w, (8)

yp =
[

Cp 0 0
]



xp

xm

xc


 + Dww. (9)

3.2 系系系统统统能能能控控控性性性条条条件件件(Controllability condition of
systems)
定定定理理理 1 增广系统满足能控性的充分必要条件

为
i) dimu > dim yp;

ii) rank{




sI −Ap 0 Bp

0 sI −Am Bm

−Cp Cm 0


} = 2n+q.

其中s为φ(s) = 0的任一特征根.
证证证 令

M(s) =




sI −Ap 0 0 Bp

0 sI −Am 0 Bm

−BcCp BcCm sI −Ac 0


 ,

F (s) =




In 0 0 0
0 In 0 0
0 0 Bc sI −Ac


 ,

N(s) =




sI −Ap 0 0 Bp

0 sI −Am 0 Bm

−Cp Cm 0 0
0 0 Ikq 0


 .

可知M(s) = F (s) ∗N(s).
下面根据s是否是φ(s) = 0的特征根的情况分别

进行证明.
1) 当s不是φ(s) = 0的特征根时:

rank{M(s)} =

rank{
[
sI −Ap Bp

]
}+ rank{

[
sI −Am Bm

]
}+

rank{
[
sI −Ac

]
} = 2n + kq, (10)

增广系统是能控的;
2) 当s是φ(s) = 0的特征根时:
显然, rank{F (s)} = 2n + kq. 另一方面,当且仅

当条件i) p > q (即dimu > dim yp)成立,条件ii)

rank{




sI −Ap 0 Bp

0 sI −Am Bm

−Cp Cm 0


} = 2n + q

才成立. 进一步有rank{N(s)} = 2n + q + kq, 利
用Sylverster不等式[6]:

rank{F (s)}+ rank{N(s)} − l 6
rank{F (s) N(s)} 6
min{rank{F (s)}, rank{N(s)}}.

其中l为F (s)的列数或N(s)的行数,不难得到

rank{M(s)} = rank{F (s) N(s)} = 2n + kq.

因此,可以得出结论: φ(s) = 0时,增广系统能控的
充分必要条件成立.
参考模型的各参数矩阵的选择,对增广系统是非

常重要的. 一方面要满足稳定性要求和性能指标,另
一方面,要使增广矩阵满足能控性. 可以看出,结论
与证明与无静差跟踪问题非常类似[7].
3.3 系系系统统统的的的鲁鲁鲁棒棒棒控控控制制制律律律(Robust control law of sys-

tems)
在系统能控条件下,存在反馈控制律

u =
[
−Kp −Km −Kc

]
x, (11)

使得被控系统在不确定性的作用下, 仍然能够实现
扰动抑制和对参考模型输出信号的渐近跟踪, 即根
据对象模型,寻找一个控制器,以保证反馈控制系统
的稳定性,使反馈控制系统达到期望的性能,并具有
鲁棒性.
令

Ã=




A 0 0
0 Am 0

BcC −BcCm Ac


, ∆Ã=




∆A 0 0
0 0 0

Bc∆C 0 0


,

B̃ =




B

Bm

0


 , ∆B̃ =




∆B

0
0


 , C̃ =

[
C 0 0

]
,

∆C̃ =
[
∆C 0 0

]
, x̃ =




xp

xm

xc


 .

不失一般性,假设B̃为列满秩,变量p ∈ (pmin, pmax),
不确定性参数均可表示为它的函数(或函数矩阵).
考虑到干扰可通过内模作用得到抑制, 可以将
式(8)(9)两式作如下变换:

˙̃x=(Ã+∆Ã(p)) x̃+(I+∆B̃(p)B̃+)B̃ u, (12)

yp = (C̃ + ∆C̃(p)) x̃. (13)

其中B̃+ = (B̃TB̃)−1B̃T为 B̃ 的广义逆.
根据文献[8],构造与式(12)等价的辅助方程

˙̃x = Ãx̃ + B̃u + v. (14)

其中变量v为方便求解而设立的辅助输入.
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定定定义义义 1 定义增广系统辅助方程的最优性能指

标:

V (x̃0) = min
u,v

(
w ∞

0
(ỹT

p ỹp + x̃TQx̃ + uTu + vTv) dt)

(15)
是在初始状态x̃0条件下系统最优控制的最小代

价(式中Q > 0). 则有以下定理成立:
定定定理理理 2 如果

Φ(p)TΦ(p)+Q + KTK−LTL+2KTB̃+∆Ã(p)+

2KTB̃+∆B̃(p)K > 0 (∀p ∈ (pmin, pmax)),

则u = −Kx̃为增广系统鲁棒问题的解. 其中,
Φ(p) = [Cp 0 0], u = −Kx̃, v = −Lx̃为辅助方

程的反馈控制律, K = [Kp Km Kc].
证证证 由式(14)(15), 可得相应的Hamilton-Jacobi-

Bellman方程为

min
u,v

(ỹT
p ỹp + x̃TQx̃ + uTu + vTv +

V T
ex (Ãx̃ + B̃u + v)) = 0. (16)

其中V T
ex = (

∂V (x̃)
∂x̃

)T. 可以得出

ỹT
p ỹp + x̃TQx̃ + x̃TKTKx̃ + x̃LTLx̃ +

V T
ex (Ãx̃ + B̃Kx̃ + Lx̃) = 0, (17)

2x̃TKT + V T
ex B̃ = 0, (18)

2x̃TLT + V T
ex = 0. (19)

显然, x̃ 6= 0时, V (x̃) > 0; x̃ = 0时, V (x̃) = 0. 由
式(12)至式(19)可以进行以下推导:

V̇ (x̃) =

V T
ex (Ã + ∆Ã(p))x̃ + (I + ∆B̃(p)B̃+)B̃Kx̃) =

V T
ex (Ãx̃ + B̃Kx̃ + Lx̃) + V T

ex ∆Ã(p)x̃−
V T
ex Lx̃ + V T

ex ∆B̃(p)Kx̃ =

−ỹT
p ỹp − x̃TQx̃− x̃TKTKx̃− x̃TLTLx̃−

2x̃TKTB̃+∆Ã(p)x̃ + 2x̃TLTLx̃−
2x̃TKTB̃+∆B̃(p)Kx̃ =

−ỹT
p ỹp − x̃TQx̃− x̃TKTKx̃ + x̃TLTLx̃−

2x̃TKTB̃+∆Ã(p)x̃− 2x̃TKTB̃+∆B̃(p)Kx̃.

又由增广系统状态方程可知

ỹT
p ỹp = x̃T

[
Cp 0 0

]T [
Cp 0 0

]
x̃ =

x̃TΦ(p)TΦ(p)x̃, (20)

所以

V̇ (x̃) =

−x̃T(Φ(p)TΦ(p) + Q + KTK − LTL+

2KTB̃+∆Ã(p) + 2KTB̃+∆B̃(p)K)x̃. (21)

当x̃ 6= 0时, ∀p ∈ (pmin, pmax),只要

Φ(p)TΦ(p) + Q + KTK − LTL +

2KTB̃+∆Ã(p) + 2KTB̃+∆B̃(p)K > 0, (22)

就有V̇ (x̃) < 0成立, 那么V (x̃) 是增广系统的一
个Lyapunov函数, u = −Kx̃是系统鲁棒问题的解.
定定定义义义 2 定义

Q̃ = inf{Φ̃ : (∀p ∈ (pmin, pmax))|Φ̃ 6
Φ(p)TΦ(p) + Q}, (23)

以此作为系统LQR问题的“Q”, Q̃ > 0. 由式
(14)(15)不难得到增广系统LQR问题的Ã,B̃,R̃(注:

uTu + vTv可以表示为

[
u

v

]T

R̃

[
u

v

]
,可以得出 R̃为

单位矩阵,阶数可以根据辅助方程(12)确定,本文仿
真实例 R̃ = 1 ),从而可以通过Riccati方程求解反馈

控制律

[
K

L

]
.

4 仿仿仿真真真(Simulation)
4.1 仿仿仿真真真步步步骤骤骤(Steps of simulation)
基于模型参考和内模原理的线性系统鲁棒控制

设计方法的步骤如下:
Step 1 选择参考模型,确定信号不稳定振型的

内模,建立相应的鲁棒控制系统结构(如图2所示)及
其状态空间方程(8)(9)两式.

Step 2 检查系统是否满足能控性条件i) ii). 满
足,则转Step 3;否则,转Step 1.

Step 3 将状态方程式(8)(9)变换成式(12)(13).
Step 4 按式(15)选择Q使被控系统、参考模型

反馈后能满足性能指标, 再结合式(14)和式(23), 得
到增广系统LQR问题的Ã,B̃,Q̃,R̃.

Step 5 求解相应的Riccati方程, 得最优反馈控
制律u = −Kx̃, v = −Lx̃. 此步骤即LQR问题求解.

Step 6 将反馈控制律K, L代入式(22)进行验
证. 满足条件,则结束;否则,转Step 4.
4.2 仿仿仿真真真实实实例例例(Simulation example)
被控系统

A=
[
1 0
0 − 2

]
, ∆A=

[
0 p
p p

]
, B=

[
2
1

]
, ∆B=

[
p
p

]
,

C =
[
1 2

]
, ∆C =

[
p p

]
, Bw =

[
0
1

]
, Dw = 1,

其中p∈ [0 3]. 要求最优性能指标
w ∞

0
(xT

[
10 0
0 10

]
x+

uTu)dt最小.参考模型Am =

[
−6.1697 − 1.7029
−2.5849 − 2.8515

]
,
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Bm =

[
2
1

]
, Cm = [1 2 ]. 干扰信号w位于右半闭s平

面上的根因式为Φ(s) = s,相应的内模状态方程为{
ẋc = e,

yc = xc.

取
Q̃ = inf{Φ̃ : (∀p ∈ (pmin, pmax))|Φ̃ 6
Φ(p)TΦ(p) + Q} =


10.2500 −0.2500 0 0 0
−0.2500 10.2500 0 0 0

0 0 10.0000 0 0
0 0 0 10.0000 0
0 0 0 0 10.0000


,

经MATLAB数值仿真,得
K = [ 2.9217 2.1447 0.4046 1.8345 3.1623 ]

和 L =




10.2567 −11.7816 1.4828 −8.7758−11.1137
−11.7816 18.3744 −2.7673 12.8681 16.9618
1.4828 −2.7673 1.6614 −3.1146 −2.7180
−8.7758 12.8681 −3.1146 12.7472 13.8638
−11.1137 16.9618 −2.7180 13.8638 20.3528


 .

验 算Φ(p)TΦ(p) + Q + KTK − LTL +
2KTB̃+∆Ã(p)+2KTB̃+∆B̃(p)K > 0 (∀p ∈
(pmin, pmax))成立, 故u=−Kx̃是所求鲁棒问题的

反馈控制律. 反馈前, 不确定因素p在区间[0 3]上
单调递增时, 系统极点大多位于s右半平面, 而
且系统存在干扰信号; 反馈后, 系统在不确定因
素p的作用下是稳定的, 抗干扰能力明显增强. 从
表1可以看出增广系统反馈后的鲁棒稳定性; 从
图3(a)(b)(c)(d)的yp在不确定因素p 作用下的脉冲

响应曲线可以看出: 当t → ∞时, yp → 0; 而且
具有较好的鲁棒性能(限于篇幅, 表1和图3只给
出p = 0, 1, 2, 3时的系统特征根和脉冲响应情况).

表 1 增广系统反馈后闭环系统的特征根

Table 1 Characteristic roots of closed-loop systems after the feedback of the augmented systems

不确定因素p 特征根S1 特征根S2 特征根S3 特征根S4 特征根S5

0 –11.2801 –4.7939 –0.1791 –2.5902 –1.8134
1 –13.1658 –4.3577+1.4244i –4.3577–1.4244i –0.9777 –1.8640
2 –14.7130 –5.3057+2.4991i –5.3057–2.4991i –1.5937 –1.8713
3 –15.8353 –6.4919+3.0906i –6.4919–3.0906i –2.1904 –1.8462

(a) p=0

(c) p=2

(b) p=1

(d) p=3

图 3 p取不同值时yp的脉冲响应

Fig. 3 Impulse response of yp for different p
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5 结结结束束束语语语(Conclusion)
该鲁棒控制系统设计方法,利用参考模型和内

模原理构造增广系统, 以最优控制理论进行反馈

控制律的求解. 仿真结果表明, 该系统不仅有较

好的鲁棒稳定性、满足最优性能指标,而且达到了

抑制干扰的目的. 由于被控对象的状态可能是不

可检测的,可以利用计算机强大数据处理能力,根

据在线检测的数据对系统进行辨识, 实时选择最

优的反馈控制律,实现系统的(自适应)鲁棒控制[9].

但是利用增广系统进行求解,系统阶次较高,鲁棒

控制问题的解是否存在的判据:

Φ(p)TΦ(p)+Q+KTK−LTL+2KTB̃+∆Ã(p)+

2KTB̃+∆B̃(p)K > 0 (∀p ∈ (pmin, pmax)).

一般必须借助于MATLAB等计算机软件工具
进行计算, 虽然可以取Φ(p)TΦ(p),KTB̃+∆Ã(p),
KTB̃+∆B̃(p)K的下确界来简化计算, 但过于保
守; 另一方面, 随着计算机技术的快速发展, 计算
复杂等不利因素正在弱化.
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