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摘要:讨论了凸胞型不确定系统的变结构控制,利用LMI方法,给出了滑模面存在的充分条件,并且给出了线性
滑模面的显式表达式. 所设计的变结构控制律不仅能保证系统在有限时间到达滑模面,并且保证受限在滑模面上
的降阶等价系统是DR稳定的. 最后,给出一个设计实例来阐明该控制方法的有效性.
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Variable structure control of polytopic systems
HOU Xiao-li, XU Bu-gong

(College of Automation Science and Technology, South China University of Technology, Guangzhou Guangdong 510640, China)

Abstract: The problem of designing a variable structure control law for uncertain polytopic systems is considered in
this paper. Firstly, a sufficient condition for the existence of linear sliding surfaces in terms of linear matrix inequality
(LMI) is given, an explicit formula of linear sliding surfaces is also presented. Secondly, variable structure control law is
designed, which not only guarantees the system to reach the sliding surface in finite time, but also assures the DR stability
of the reduced-order equivalent system on the sliding surface. Finally, an example is presented to show the efficiency of
this control law.
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1 引引引言言言 (Introduction)
变结构控制是20世纪50年代在前苏联产生的一

种控制策略.它利用一个开关反馈控制使系统的轨
线在有限时间到达一个具体的可选择的超平面,此
平面称为开关面或滑模面,且使得系统轨线在后续
时间停留在此滑模面内, 渐近趋向平衡点. 而且变
结构控制对系统内部参数的摄动及外部干扰具有较

强的鲁棒性. 因此, 此控制策略一出现便受到国内
外学者的广泛关注．近年来,不确定系统的变结构
控制成为研究领域的一个热点. 文[1∼5]对不确定系
统滑动模态的存在性及开关面的设计问题给予了

充分的研究. Chio在文[6]中考虑范数有界不确定系
统, 给出了滑模面设计的新方法: 线性矩阵不等式
法,即LMI法. 通过解线性矩阵不等式得到一正定矩
阵, 从而设计滑模面及控制律,实现滑模控制.对于
多目标LMI问题, 利用凸优化问题的内点算法也易
得到解决,这使得在考虑系统稳定性的同时,可考虑
系统的衰减度等性能指标. 因此, 在变结构控制中,
LMI方法与传统方法相比有很多优点且设计弹性大.

对于不确定项是凸组合形式的凸胞型不确定系

统,即

∆A=
N∑

i=1

αiAi, 06αi 61,
N∑

i=1

αi = 1, i=1,· · ·, N,

且Ai是已知矩阵. 很多文章对其鲁棒稳定性进行了
研究.文[7]利用参量依赖Lyapunov函数给出了系统
鲁棒稳定的充分条件,文[8]给出了系统稳定的一个
新的LMI条件, 文[9]给出了一个新的系统鲁棒稳定
条件,在文[10]中对文[9]的结果进行了改进. 关于凸
胞型不确定系统的H2–H∞ 控制也有不少结果. 而
有关凸胞型不确定系统的变结构控制,国内外的研
究尚不多见.本文基于LMI方法,考虑凸胞型不确定
系统的变结构控制,给出了滑模面存在的充分条件,
设计变结构控制律,不仅保证系统在有限时间到达
滑模面, 并且保证受限在滑模面上的降阶等价系统
是DR稳定．

2 系系系统统统描描描述述述与与与准准准备备备知知知识识识 (System statement
and preliminaries)
考虑系统
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ẋ=Ax+∆A(x, t)x+(B+∆B(x, t))u+g(x, t). (1)

其中: x ∈ Rn是状态, u ∈ Rm是控制输入,
∆A(x, t),∆B(x, t), g(x, t)分别代表系统矩阵不确
定性, 输入矩阵不确定性及系统的非线性项.
A ∈ Rn×n是系统矩阵, B ∈ Rn×m是满秩的输入

矩阵.
作如下假定:
1) ∆A是凸胞型不确定性,即

∆A =
N∑

i=1

αiAi, 0 6 αi 6 1,
N∑

i=1

αi = 1,

i = 1, · · · , N.

2) ∆B与g(x, t)满足匹配条件, 即存在函数
f(x, t), h(x, t),使得

∆B(x, t) = Bf(x, t), g(x, t) = Bh(x, t).

3) 存在已知的连续正标量函数ρ(x, t)及正常
数β < 1,使得‖h(x, t)‖ 6 ρ(x, t),‖f(x, t)‖ 6 β.
定定定义义义 1[11] 对复平面中的区域D,若存在一对称

矩阵K ∈ Rn×m和矩阵M ∈ Rm×m使得

D =
{
z ∈ C|K + zM + z∗MT < 0

}
,

则称D是一LMI区域.其中z∗表示复数z的共轭.
定定定义义义 2[9] 若2p× 2p矩阵R是一对称阵,且可分

解为

R =

(
R11 R12

R21 R22

)
,

其中R11, R22为对称阵, R22 > 0,称
DR = {z ∈ C|R11 + R12z + RT

12 z∗ + R22zz∗ < 0}
为复平面中DR区域.
定定定义义义 3[9] 对复平面中给定的区域DR和矩

阵A ∈ Rn×n, 如果矩阵A的所有特征值都位于区

域DR中,则称A是DR稳定的.
考虑系统

ẋ(t) = A(α)x(t). (2)

其中

∆A =
N∑

i=1

αiAi, 0 6 αi 6 1,
N∑

i=1

αi = 1,

i = 1, · · · , N.

引引引理理理 1[11] 系统(2)是二次稳定的若存在一对称
正定阵P ,使得

PAi + AT
i P < 0, i = 1, · · · , N.

引引引理理理 2[11] 系统(2)是D稳定的当且仅当存在一

对称正定阵X ,使得

K ⊗X + M ⊗ (AiX) + MT ⊗ (AiX)T < 0,

i = 1, · · · , N

成立. 其中⊗表示矩阵的Kronecker积.
引引引理理理 3[9] 系统(2)是二次DR稳定的当且仅当存

在一对称正定阵P ,使得对所有i = 1, · · · , N ,有(
M (L⊗ P )(IP ⊗AT

i )
(I ⊗Ai)(LT ⊗ P ) −IP ⊗ P

)
< 0,

M = R11 ⊗ P + R12 ⊗ (AiP ) + RT
12 ⊗ (PAT

i ),

其中R22 = LTL > 0.

3 主主主要要要结结结论论论(Main result)
考虑不确定系统(1),对于线性矩阵不等式(
I ⊗ B̂T 0

0 I ⊗ B̂T

)(
M (L⊗ PÂT

i )
LT ⊗ ÂiP ) −I ⊗ P

)
,

(
I ⊗ B̂ 0

0 I ⊗ B̂

)
< 0,

M = R11 ⊗ P + R12 ⊗ (ÂiP ) + RT
12 ⊗ (PÂT

i ),

i = 1, · · · , N. (3)

其中: Âi = A + Ai, B̂是由BT的核空间的基向量组

成的矩阵,即B̂是B的正交补.易见, B̂并不唯一.
设滑模面方程为

σ(x) = Sx = BTP−1x = 0. (4)

假定SB可逆,设计控制律为

u(t) =



− (SB)−1SAx− 1
1−β

[ε+ρ+‖(SB)−1SAx‖+
N∑

i=1

‖(SB)−1SAix‖]−
N∑

i=1

(SB)−1SAix, ‖σ‖ 6=0,

− (SB)−1SAx−
N∑

i=1

(SB)−1SAix, ‖σ‖=0.

(5)

其中ε > 0是任意正数.

定定定理理理 1 假定不等式(3)有对称正定解P , 滑模
面方程由(4)给出. 考虑由(5)和(1)所构成的闭环系
统,则在控制律(5)的作用下,系统能在有限时间到达
滑模面,且受限在滑模面上的n−m阶等价系统是二

次DR稳定的.

证证证 首先证明控制律(5)可使得系统轨线在
有限时间到达滑模面, 也就是满足到达条件
σT(SB)−1σ̇ < 0.若不等式(3)有对称正定解P ,滑模
面方程由式(4)给出,则σ̇(x) = Sẋ = S(A+∆A)x+
SB(u + η),其中η = h + fu.

d
dt

(σT(BTP−1B)−1σ) = 2σT(SB)−1σ̇ =
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2σT(SB)−1SAx+σT(SB)−1(
N∑

i=1

αiAi)x +

σT(u+η).

由‖η‖ = ‖h + fu‖ 6 ρ + β‖u‖及
‖u‖ 6

‖(SB)−1SAx‖+‖
N∑

i=1

(SB)−1SAix‖+ 1
1−β

[ε+

ρ + ‖(SB)−1SAx‖+
N∑

i=1

‖(SB)−1SAix‖] 6

2−β

1−β
‖(SB)−1SAx‖+

N∑
i=1

2−β

1−β
‖(SB)−1SAix‖+

1
1− β

(ε + ρ),

可得

‖η‖ 6 ρ + β‖u‖ 6

ρ +
β(2− β)

1− β
‖(SB)−1SAx‖+

N∑
i=1

β(2− β)
1− β

‖(SB)−1SAix‖+
β

1− β
(ε + ρ),

因此当‖σ‖ 6= 0时,有
1
2

d
dt

(σT(BTP−1B)−1σ) 6

σT(SB)−1SAx+σT(SB)−1(
N∑

i=1

αiAi)x+

σTu + ‖σ‖‖η‖ =
N∑

i=1

(αi − 1)σT(SB)−1SAix−
1

1− β
[ε + ρ + ‖(SB)−1SAx‖+

N∑
i=1

‖(SB)−1SAix‖]‖σ‖+ ‖σ‖‖η‖ 6

− 1
1− β

[ε + ρ + ‖(SB)−1SAx‖+

N∑
i=1

‖(SB)−1SAix‖]‖σ‖+ ‖σ‖‖η‖ 6

−(1− β)‖(SB)−1SAx‖‖σ‖ −
(1− β)

N∑
i=1

‖(SB)−1SAix‖‖σ‖ − ε‖σ‖ < 0.

故系统能在有限时间到达滑模面, 且保持在滑模面
上.
下面证明受限在滑模面σ(x) = 0上的降阶等价

系统是二次DR稳定的. 令

T =

(
B̂T

BTP−1

)
=

(
B̂T

S

)
,

T−1 =
(

PB̂(B̂TPB̂)−1 B(SB)−1
)

,

作变换x = T−1z,故z =

(
z1

z2

)
= Tx,则可得

z1 = B̂Tx, z2 = Sx = σ(x),

因此ż = T (A + ∆A)T−1z + TB(u + η).
把T代入可得(
ż1

σ̇

)
=

(
a11 a12

a21 a22

)(
z1

σ

)
+

(
0

BTP−1B

)
(u+η),

其中:

a11 = B̂T(A + ∆A)PB̂(B̂TPB̂)−1,

a12 = S(A + ∆A)B(SB)−1,

a21 = S(A + ∆A)PB̂(B̂TPB̂)−1,

a22 = S(A + ∆A)B(SB)−1.

在σ(x) = 0上,有

ż1 = B̂T(A + ∆A)PB̂(B̂TPB̂)−1z1 =
N∑

i=1

αi[B̂)TÂiPB̂(B̂TPB̂)−1]z1,

z1 = B̂Tx.

由引理3知, 该系统是二次DR稳定的当且仅当存在

正定矩阵P0,使得下述不等式成立:(
X Y

Y T−IP ⊗ P0

)
< 0.

其中:

X =R11 ⊗ P0+R12⊗[B̂TÂiPB̂(B̂TPB̂)−1]P0+

RT
12 ⊗ P0[B̂TÂiPB̂(B̂TPB̂)−1]T,

Y = L⊗ P0[B̂TÂiPB̂(B̂TPB̂)−1]T.

令P0 = B̂TPB̂,则可得(
M L⊗ (B̂TPÂT

i B̂)
LT ⊗ (B̂TÂiPB̂) −IP ⊗ B̂TPB̂

)
< 0,

M = R11 ⊗ B̂TPB̂ + R12 ⊗ (B̂TPÂiB̂) +

RT
12 ⊗ (B̂TPÂT

i B̂),

即不等式(3)成立, 故降阶等价系统是二次DR稳定

的. 由z = Lx可知原系统是二次DR稳定的. 定理
证毕.
考虑下列LMI:

B̂T(PAi + AT
i P )B̂ < 0, i = 1, · · · , N, (6)

(I⊗B̂T)(L⊗P +M ⊗ (AiP )+MT ⊗ (AiP )T)

(I ⊗ B̂) < 0. (7)
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推推推论论论 1 假定不等式(6)有对称正定解P , 滑模
面方程由式(4)给出.考虑由式(5)和(1)所构成的闭环
系统,则在控制律(5)的作用下,系统能在有限时间到
达滑模面,且受限在滑模面上的n−m阶等价系统是

二次稳定的.
推推推论论论 2 假定不等式(7)有对称正定解P , 滑模

面方程由式(4)给出.考虑由式(5)和(1)所构成的闭环
系统,则在控制律(5)的作用下,系统能在有限时间到
达滑模面,且受限在滑模面上的n−m阶等价系统是

二次D稳定的.

4 例例例子子子(Example)
考虑系统(1),其中:

A=

(
−1 0

0−2

)
, A1 =

(
−1 0
−1−1

)
, A2 =

(
0 0

−1 0.8

)
,

B =

(
0
2

)
, g(x, t) =

1
2

cos x1x2.

由假设条件得ρ(x, t) = ‖x‖, ‖f(x, t)‖ 6 1
2

< 1即

取β =
1
2

,设对称阵R为

R11 =

(
1.8 0
0 0.19

)
, R12 =

(
1 0
0 1

)
, R22 =

(
0 0
0 1

)
.

它表示的区域为区域Re z < −0.9与‖z+1‖ < 0.9的
交集,见图1中的阴影部分.

图 1 DR区域

Fig. 1 DR region

取B̂ =

(
1
0

)
解线性矩阵不等式(3), 可得正定

阵P , 正定阵的存在性说明在滑模面上降阶等价系
统是二次鲁棒DR稳定的. 经计算也可得滑模面上降
阶等价系统的最大特征值为−1,位于DR区域内.计
算得

P−1 =

(
1.2991 0.1306
0.1306 0.1563

)
.

因此滑模面可设计为σ(x) = Sx = BTP−1x =
(0.2611 0.3127)x,取ε = 0.4,则控制律为

u(t) =





1.8352x1 + 1.1001x2−
2× (0.4 + 2.7690‖x‖) σ

‖σ‖ , ‖σ‖ 6= 0,

1.8352x1 + 1.1001x2, ‖σ‖ = 0.

在此控制律作用下,系统可在有限时间到达滑模面,
从而实现滑模控制.

5 结结结论论论(Conclusion)
本文利用方法,结合系统鲁棒稳定性条件,给出

了凸胞型不确定系统变结构控制中滑模面存在的充

分条件,然后设计滑模面及控制律,使得系统在此控
制律作用下可到达滑模面,实现滑模控制,从而给出
了凸胞型不确定系统的一种鲁棒控制方法.
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