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摘要:考虑了一类具有输入饱和的不确定非线性关联大系统的分散输出反馈鲁棒镇定问题,利用Riccati方程的
方法和矩阵的Moore-Penrose逆给出了这类系统的一种分散输出反馈鲁棒镇定控制器的设计方法. 同时, 考虑了
一类具有输入饱和的不确定非线性相似关联大系统,利用相似系统的结构特点,简化了分散输出反馈鲁棒镇定的
条件.
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Abstract: The problem of decentralized output feedback robust stabilization for a class of uncertain nonlinear large-
scale interconnected systems with input saturation is considered in this paper. By using Riccati equation approach and
matrix Moore-Penrose inverse, a decentralized output feedback controller is designed. Meanwhile, a class of uncertain
nonlinear similar large-scale interconnected systems with input saturation is considered. Taking into account the similar
structure of the systems, decentralized output feedback robust stabilization condition for the nonlinear similar systems with
input saturation is simplified.
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1 引引引言言言(Introduction)
输出反馈控制是控制理论中的一个重要课题,近

年来,在非线性系统的输出控制方面取得了一些结
果[1]. 但较深入的结果还不多. 而非线性关联大系统
输出反馈镇定的研究所取得的成果更是有限[2,3],原
因在于输出反馈控制问题本身的复杂性,更在于非
线性组合大系统的复杂性. 输入饱和是实际控制系
统的一个普遍特征,如果不考虑其输入饱和而设计
控制器,闭环系统的稳定性无法保证. 关于线性系统
具有输入饱和的镇定问题的研究已有一些结果[4∼6].
然而,关于非线性关联大系统输入饱和镇定研究还
不多, 特别, 关于不确定非线性关联大系统中具有
输入饱和时的分散输出反馈鲁棒控制,很少有人注
意. 本文对一类具有饱和输入的不确定非线性关联

大系统的分散输出反馈鲁棒控制问题进行讨论,利
用Riccati方程的方法,通过变化Riccati方程的形式并
结合Lyapunov函数和矩阵理论设计出一种分散输出
反馈鲁棒镇定控制器. 本文还考虑了一类特殊的具
有饱和输入的不确定非线性相似关联大系统[7], 结
合相似结构的特点,给出了该系统可分散输出反馈
鲁棒镇定的简洁充分条件.

2 问问问题题题描描描述述述(Problems statement)
引 入 如 下 记 号: A+表 示 矩 阵A的Moore-

Penrose逆, 且AA+A = A; ‖ · ‖表示谱范数; A >

0(A < 0)表示A是正定阵(负定阵); V ω
n (E)表示定

义在集合E上的n维解析向量场集合; |A| 表示矩
阵A每个元素取绝对值后的矩阵; λmin(A)表示矩
阵A的最小特征值.
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考虑如下不确定非线性关联大系统



ẋi =Aixi + ∆fi(xi) + Bi(σi(ui))+

fi(xi)+∆gi(xi)+
N∑

j=1,j 6=i

Hij(xj),

yi = Cixi,

i = 1, 2, · · · , N.

(1)

其中: xi ∈ Rni , ui ∈ Rmi , yi ∈ Rmi , Ai ∈ Rni×ni ,

Bi ∈ Rni×mi , Ci ∈ Rmi×ni , σi : Rmi −→
Rmi(i = 1, 2, · · · , N)是饱和函数;

N∑
j=1,j 6=i

Hij(xj) ∈
V ω

ni
(Ω)是互联项(Ωi是xi = 0的某邻域, Ω =

Ω1 × Ω2 × · · · × ΩN 是xi = 0的邻域), Hij(xj) ∈
V ω

ni
(Ωj); fi(xi) ∈ V ω

mi
(Ωi)是第i个子系统的匹配非

线性项, ∆fi(xi) 和∆gi(xi)分别是第i 个子系统的

非匹配不确定项和匹配不确定项; 不失一般性, 假
设Hij(0) = 0, fi(0) = 0(i 6= j, i, j = 1, 2, · · · , N).
考虑下列不确定非线性相似关联大系统



ẋi =Axi + ∆fi(xi) + B(σi(ui))+

fi(xi)+∆gi(xi)+
N∑

j=1,j 6=i

Hij(xj),

yi = Cxi,

i = 1, 2, · · · , N.

(2)

本文的问题是: 系统(1)满足什么条件时,能找到
输出反馈ui = Kiyi(i = 1, 2, · · · , N)使
问问问题题题 1 对于第i个闭环子系统

ẋi = Axi + ∆fi(xi) + B(σi(Kiyi) +

fi(xi) + ∆gi(xi)) (3)

在区域Ωi上关于xi = 0渐近稳定.
问问问题题题 2 对于完全闭环系统

ẋi = Axi + ∆fi(xi) + B(σi(Kiyi) + fi(xi) +

∆gi(xi)) +
N∑

j=1,j 6=i

Hij(xj),

i = 1, 2, · · · , N (4)

在区域Ω上关于x = 0渐近稳定.
引引引理理理 1 σ为饱和函数,则

‖1
2
s− σ(s)‖ 6 1

2
‖s‖,∀s ∈ Rm. (5)

引引引理理理 2[8] 若Φ(x) 是Rp上的n维解析向量场

且Φ(0) = 0, 则存在n × p阶解析函数矩阵N(x),
使得Φ(x) = N(x)x.

由Hij(xj) ∈ V ω
ni

(Ωj); fi(xi) ∈ V ω
mi

(Ωi),
Hij(0) = 0, fi(0) = 0(i 6= j, i, j = 1, 2, · · · , N),
所以存在解析函数阵Mi(xi), Rij(xj)使得

fi(xi) = Mi(xi)xi,Hij(xj) = Rij(xj)xj. (6)

其中: i 6= j, i, j = 1, 2, · · · , N.

3 主主主要要要结结结论论论(Main results)
假假假设设设 1 ‖∆fi(xi)‖ 6 αi‖xi‖, i = 1, 2, · · · , N ,

‖∆gi(xi)‖ 6 βi‖xi‖, i = 1, 2, · · · , N.

假假假设设设 2 (Ai, Bi)能控, (Ai, Ci)可检测. 取正定
阵R ∈ Rmi×mi当λmin(R−1) > 1, 有(R−1 − I)正
定, 由假设2对任意的正定阵Qi ∈ Rni×ni , Ri ∈
Rmi×mi , 当λmin(R−1

i ) > 1时, 下列Riccati方程有正
定解Pi(i = 1, 2, · · · , N):

AT
i Pi + PiAi − PiBiR

−1
i BT

i Pi +

PiBiB
T
i Pi + Qi + β2

i I = 0. (7)

假假假设设设 3 存在非奇异阵Fi,使得

BT
i Pi = FiCi(i = 1, 2, · · · , N). (8)

注注注 1 假设3是输出反馈问题的基本要求.

定定定理理理 1 设系统(1)是满足假设1∼3的非线性
组合大系统, 如果矩阵WT(x) + W (x)(W (x) =
(Wij(xj))N×N )是区域Ω 上的正定阵,其中

Wij(xj)=





1−‖(Q− 1
2

i )TPiBi‖‖R−1
i BT

i PiQ
− 1

2
i ‖−

2αi‖(Q− 1
2

i )TPi‖‖Q− 1
2

i ‖−
2‖(Q− 1

2
i )TPiBiMi(xi)Q

− 1
2

i ‖, i = j;

− 2‖(Q− 1
2

i )TPiRij(xi)Q
− 1

2
j ‖, i 6= j.

这里: Qi, Ri根据需要选择, λmin(R−1
i ) > 1, Pi,式

由(7)确定; Rij(xi),Mi(xi)由式(6)确定. 则分散输
出反馈

ui = −R−1
i BT

i PiC
+
i yi, i = 1, 2, · · · , N, (9)

使第i个闭环子系统(3)在区域Ωi上关于xi = 0渐
近稳定; 使系统(1)的闭环系统(4)在区域Ω上关

于x = 0渐近稳定.

证证证 对于第i个闭环子系统(3), 设Lyapunov函
数Vi(xi) = xT

i Pixi 把Vi(xi)沿系统(3)的轨迹对t求

导,再结合式(8)和(9),

V̇i = ẋi
TPixi + xT

i Piẋi =

xT
i (PiAi + AT

i Pi) +

2xT
i PiBiσi(−R−1

i BT
i PiC

+
i yi) +

2xT
i PiBi(fi(xi)+∆gi(xi))+2xT

i Pi∆fi(xi)=

−xT
i (−PiBiR

−1
i BT

i Pi + PiBiB
T
i Pi + Qi +

β2
i I)xi + 2xT

i PiBiσi(−R−1
i BT

i PiC
+
i yi) +

2xT
i Pi∆fi(xi)+2xT

i PiBi(fi(xi)+∆gi(xi))=
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−xT
i Qixi + 2xT

i PiBi(
1
2
R−1

i FiCixi +

σi(−R−1
i FCiC

+
i Cixi))+2xT

i PiBi∆gi(xi)−
xT

i PiBiB
T
i Pixi − xT

i β2
i Ixi +

2xT
i PiBifi(xi) + 2xT

i Pi∆fi(xi).

由式(5)和(8)

‖1
2
R−1

i FiCixi + σi(−R−1
i FCixi)‖ 6

1
2
‖R−1

i FiCixi‖ =
1
2
‖R−1

i BT
i Pixi‖. (10)

由假设1和引理2得

2xT
i PiBifi(xi) = 2xT

i PiBiMi(xi)xi =

xT
i (Q

1
2
i )T(Q

− 1
2

i )TPiBiMi(xi)Q
− 1

2
i Q

1
2
i xi 6

‖Q− 1
2

i )TPiBiMi(xi)Q
− 1

2
i ‖‖Q

1
2
i xi‖2, (11)

(2xT
i PiBi∆gi(xi)−xT

i PiBiB
T
i Pixi−xT

i β2
i Ixi)6

2‖xT
i PiBi‖‖∆gi(xi)‖−‖xT

i PiBi‖2−β2
i ‖xi‖2 60,

(12)

xT
i Pi∆fi(xi) 6

αi‖xT
i (Q

− 1
2

i )T(Q
1
2
i )TPi‖‖Q− 1

2
i ‖‖Q

1
2
i xi‖ 6

αi‖(Q− 1
2

i )TPi‖‖Q− 1
2

i ‖‖Q
1
2
i xi‖2. (13)

由式(10)∼(13)得

V̇ 6
−xT

i Qixi + ‖xT
i PiBi‖‖R−1

i BT
i Pixi‖+

‖2xT
i Pi∆fi(xi)‖+ ‖2xT

i PiBifi(xi)‖ 6

−xT
i (Q

1
2
i )TQ

1
2
i xi + ‖xT

i (Q
1
2
i )T(Q

− 1
2

i )TPiBi‖ ·
‖R−1

i BiPi(Q
− 1

2
i )(Q

1
2
i )xi‖+ 2αi‖(Q− 1

2
i )TPi‖ ·

‖Q− 1
2

i ‖‖Q
1
2
i xi‖2 +

‖(Q− 1
2

i )TPiBiMi(xi)Q
− 1

2
i ‖‖Q

1
2
i xi‖2 =

−(
1− ‖(Q− 1

2
i )TPiBi‖‖R−1

i BT
i Pi(Q

− 1
2

i )‖ −
2‖(Q− 1

2
i )TPiBiMi(xi)Q

− 1
2

i ‖ −
2αi‖(Q− 1

2
i )TPi‖‖Q− 1

2
i ‖)‖Q

1
2
i xi‖2.

由于WT(x) + W (x)在区域Ω上正定, 所以Wii >

0, i = 1, 2, · · · , N , 这样V̇i 在区域Ωi上负定, 问
题1可解.
对于系统(4)构造Lyapunov函数

V (x1, x2, · · · , xN ) =
N∑

i=1
xT

i Pixi.

结 合 式(8)(9), 把V (x1, x2, · · · , xN ) 沿 闭 环 系
统(4)的轨迹对t求导得

V̇ =
N∑

i=1
xT

i [PiBiR
−1
i BT

i Pi − PiBiB
T
i Pi −

Qi + β2
i I]xi +

N∑
i=1

xT
i Pi∆fi(xi) +

N∑
i=1

2xT
i PiBi[σi(−R−1

i BT
i PiC

+
i yi) + fi(xi) +

∆gi(xi)] +
N∑

i=1
2xT

i Pi

N∑
j=1,j 6=i

Rij(xj)xj =

−
N∑

i=1
xT

i Qixi +
N∑

i=1
2xT

i PiBi[12R−1
i FiCixi +

σi(−R−1
i FiCixi)] +

N∑
i=1

2xT
i Pi

N∑
j=1,j 6=i

Rij(xj)xj +

N∑
i=1

xT
i PiBifi(xi) +

N∑
i=1

xT
i Pi∆fi(xi) +

N∑
i=1

(xT
i PiBi∆gi(xi)− xT

i β2
i xi − xT

i PiBiB
T
i Pixi).

结合式(10)∼(13)和引理2

V̇ 6

−
N∑

i=1
{(1− ‖(Q− 1

2
i )TPiBi‖‖R−1

i BT
i Pi(Q

− 1
2

i )‖ −

2‖(Q− 1
2

i )TPiBiMi(xi)Q
− 1

2
i ‖ − 2αi‖(Q− 1

2
i )TPi‖ ·

‖Q− 1
2

i ‖)‖Q
1
2
i xi‖2 −

2
N∑

j=1,j 6=i

‖(Q− 1
2

i )TPiRij(xj)Q
− 1

2
j ‖ ·

‖(Q
1
2
i )xi‖‖(Q

1
2
i )xi‖}=−1

2
Y T(WT(x)+W (x))Y.

其中Y =
[
‖(Q

1
2
1 )x1‖ ‖(Q

1
2
2 )x2 · · · ‖(Q

1
2
N )xN‖

]
.

由WT(x) + W (x)在区域Ω上的正定性, V̇在区

域Ω上是负定. 所以系统(4)在区域Ω上关于x = 0
渐近稳定. 证毕.
注注注 2 镇定域Ω的大小由WT(x) + W (x)的正定性可

估计,而且可通过适当选择正定阵Qi, Ri来调节.

推推推论论论 1 假设系统(1)满足假设1∼3,且存在常
值矩阵Lij , Li,使得对所有xj ∈ Ωj有

| (Q− 1
2

i )TPiRij(xj)Q
− 1

2
j |6 Lij ,

| Q− 1
2

i )TPiBiMi(xi)Q
− 1

2
i |6 Li,

i, j = 1, 2, · · · , N, i 6= j.
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如果WT + W 正定,其中W = (Wij)N×N :

Wij =





1− ‖(Q− 1
2

i )TPiBi‖‖R−1
i BT

i PiQ
− 1

2
i ‖−

2 ‖ Li ‖−2αi‖(Q− 1
2

i )TPi‖‖Q− 1
2

i ‖, i = j;

− 2‖Lij‖, i 6= j.

则分散输出反馈

ui = −R−1
i BT

i PiC
+
i yi, i = 1, 2, · · · , N

使问题1和问题2可解. 这里Qi, Ri根据需要选择,
λmin(R−1

i ) > 1, Pi由式(7)确定; Rij(xi),Mi(xi)由
式(6)确定.
下面讨论系统(2). 由于系统(2)的相似性,可以

获得镇定的简单充分条件.
定定定理理理 2 设系统(2)是满足假设1∼3的非

线性相似组合大系统, 取β = max βi, α =
max αi, 1 6 i 6 N . 并且WT(x) + W (x)(W (x) =
(Wij(xj))N×N )是区域Ω上的正定阵,其中

Wij(xj)=





1− ‖(Q− 1
2 )TPB‖‖R−1BTPQ− 1

2 ‖−
2α‖(Q− 1

2 )TP‖‖Q− 1
2 ‖−

2‖(Q− 1
2 )TPBMi(xi)Q− 1

2 ‖, i = j;

− 2‖(Q− 1
2 )TPRij(xi)Q− 1

2 ‖, i 6= j.

这里: Q,R为正定阵, λmin(R−1) > 1, P由式(7)确
定; Rij(xj),Mi(xi)由式(6)确定. 则分散输出反馈

ui = −R−1BTPC+yi, i = 1, 2, · · · , N

使问题1和问题2可解.
证明同定理1.
分散鲁棒镇定控制器的设计步骤:
1) 由引理2确定Rij(xj)和Mi(xi).
2) 根据需要选取正定阵Qi和Ri,求出Riccati方

程(7)的正定解Pi.
3) 由WT(x) + W (x)的正定性估计出区域Ω.
4) 设计分散鲁棒镇定控制器(9)(1 6 i 6 N) .

4 结结结论论论(Conclusion)
本文考虑了一类具有输入饱和的不确定非线

性关联大系统及一类具有输入饱和的不确定非

线性相似关联大系统的分散输出反馈鲁棒镇定

问题, 利用Riccati方程的变换形式和矩阵Moore-
Penrose逆, 设计出一种分散输出反馈鲁棒镇定控
制器.
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