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摘要:针对带有执行机构饱和约束与外部干扰的轮式移动机器人,提出了一种基于T-S模糊模型的轨迹跟踪方法.
利用机器人运动特性和参考轨迹建立轨迹跟踪的误差系统并将其作T-S模型描述. 通过求解具有LMI约束的半定规
划问题,对每个线性子系统单独设计满足控制约束与H∞性能约束的状态反馈控制器,并在PDC(动态平行分配补
偿)设计框架下构建全局控制器,最后证明闭环系统的李雅普诺夫稳定性. 仿真结果验证了该方法的有效性和可行
性.
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Abstract: For the wheeled mobile robot(WMR) with actuator saturations and external disturbances, a tracking scheme
via Takagi-Sugeno(T-S) fuzzy model is proposed. The tracking error system of WMR is established using the given tra-
jectory and then represented by a T-S fuzzy model. Constrained H-infinity controller in the form of state feedback is also
derived for each subsystem by solving LMI based semi-definite programming problems. Furthermore, the overall controller
is constructed in the framework of parallel distributed compensation(PDC), and the Lyapunov stability of the closed-loop
system is tested. Finally, simulation results are given and discussed to validate the proposed scheme.
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1 引引引言言言(Introduction)
近年来, 由于理论上的挑战以及工程实际上

的广泛应用, 具有非完整约束的轮式移动机器
人(WMR)轨迹跟踪问题引起了学者的极大关注. 为
解决这个问题,已经提出了大量的基于不同理论的
控制方法[1∼6], 例如backstepping方法、非连续反馈
方法、时变反馈控制方法、动态反馈线性化方法、基

于非线性系统相对度的迭代学习控制算法以及基

于微分平坦的方法等等,取得了很好的效果.一般来
说,移动机器人是由电机驱动的,而电机的输出力矩
是有限的,即存在着执行机构饱和因素.文[7]讨论了
在输入受限情况下预测控制在轨迹跟踪上的应用,
但很少有文献考虑在控制力受限情况下跟踪系统的

抗干扰性能.

轮式移动机器人的跟踪误差系统是典型的非

线性系统[8]. 自从Takagi与Sugeno 1985年提出T-S模
糊建模方法[9]以来, 基于T-S模糊模型的控制方法
已经成为一个解决某些非线性系统问题的强有力

工具[10,11]. 该建模方法通过IF-THEN规则将非线性
系统描述为若干个线性子系统的动态线性组合形

式. 针对T-S线性子系统可单独设计满足一定性能的
控制器,然后在PDC[12](parallel distributed compensa-
tion)设计框架下构建全局控制器. 这样就可以用线
性系统理论去分析并解决非线性系统的控制问题.
基于T-S模糊模型,本文提出了在控制力受限情

况下对外部干扰有一定抑制能力的WMR轨迹跟踪
方法. 首先,利用轮式移动机器人本身运动特性和参
考轨迹建立起跟踪误差系统,并将WMR实时的期望
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角度以及角度跟踪误差作为模糊推理的前件,对该
系统作T-S模型描述,则它可以描述为16个参变线性
子系统的动态线性组合的形式. 针对每个线性子系
统,不考虑各个子系统的相互关系,单独设计满足控
制输入约束以及对于外部干扰有一定抑制能力的状

态反馈H∞控制器,再利用PDC设计原则构建全局反
馈控制器,并验证闭环系统的李雅普诺夫稳定性. 最
后, 给出了有初始跟踪误差以及外部干扰情况下轨
迹跟踪的仿真结果.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
2.1 WMR动动动力力力学学学模模模型型型(Dynamic model of WMR)
本文考虑的WMR如图1所示,它可以由以下非线

性微分方程来描述[13]:



ẋ = v cos φ,

ẏ = v sinφ,

φ̇ = ω,

v̇ = β1u1 + β3w1,

ω̇ = β2u2 + β4w2.

(1)

这里: β1 =
1

bm
, β2 =

l

bI
, β3 =

1
m

, β4 =
1
I

, 其

中m与I分别为WMR的质量与转动惯量; 2l为后轮

轴的长度; b为轮的半径; (x, y)为质心坐标; φ 为车

身相对于x轴的方向角; v为线速度; ω为相对于垂直

轴的角速度; u1 = τ1 + τ2 与u2 = τ1 − τ2为控制输

入; 这里τ1与τ2分别是后轮两个电机提供的驱动力

矩; w1和w2分别为加在线速度与角速度上的外部干

扰. 考虑电机存在输出饱和情况,控制约束有形式

|ui| 6 ui,max, i = 1, 2. (2)

图 1 WMR简化示意图

Fig. 1 Simplified diagrammatic sketch of WMR

2.2 跟跟跟踪踪踪误误误差差差系系系统统统(Tracking error model)
定义ζ = [x, y, φ, v, ω]作为系统状态, ζd = [xd,

yd, φd, vd, ωd]为期望的名义轨迹, ud = [u1d, u2d]为
名义的控制量,并令e = ζ − ζd, ue = u− ud作为误

差系统的状态和控制输入,则该系统可以表示为

ė =




0 0 0 cos(φd + e3) 0
0 0 0 sin(φd + e3) 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0




e +




0 0
0 0
0 0
β3 0
0 β4




w +




0 0
0 0
0 0
β1 0
0 β2




ue +




vd (cos(φd + e3)− cos φd)
vd (sin(φd + e3)− sinφd)

0
0
0




.

将最后一项在e3 = 0处线性化并舍去高次项后,可
得到以θ̂ = [vd, φd, e3]为时变参数的线性参变系统:

ė = A(θ̂)e + B1w + B2ue. (3)

这里:

A(θ̂) =




0 0 − vd sinφd cos(φd + e3) 0
0 0 vd cos φd sin(φd + e3) 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0




,

B1 =




0 0
0 0
0 0
β3 0
0 β4




, B2 =




0 0
0 0
0 0
β1 0
0 β2




.

本文研究的问题是: 设计状态反馈控制器,跟踪
给定的一个参考轨迹并满足控制约束. WMR跟踪误
差系统是典型的非线性系统,近年来发展起来的基
于T-S模型的控制方法为笔者用线性系统理论的方
法来解决非线性系统问题提供了新的思路. 本文就
提出了一种基于T-S模型的轨迹跟踪方法.

3 约约约束束束T-S模模模糊糊糊系系系统统统的的的H∞控控控制制制(H-infinity
control for T-S fuzzy systems)

3.1 T-S模模模型型型(T-S fuzzy model)
考虑带有外部干扰的非线性不确定性系统由以

下T-S模型描述,它是由有限个IF-THEN规则组成:

Ri : IF λ1 is M i
1 · · · and λq1 is M i

q1
, THEN

ẋ(t)= Ai(θ)x(t)+B1,i(θ)w(t)+B2,i(θ)u(t),

z(t)=Ci(θ)x(t)+Di(θ)u(t), i=1, · · · , r,
(4)

其中: Ri表示第i个模糊模型规则, M i
j是模糊集合,

λ ∈ Rq1为系统可测或可计算变量, r为模糊模型规

则的个数, x(t) ∈ Rn为状态变量, w(t) ∈ Rm1为外

部干扰, u(t) ∈ Rm2为控制输入变量, z(t) ∈ Rp为

系统性能输出, θ ∈ Rq2为时变的不确定参数,且θ ∈
Θ := col{θ1, θ2, · · · , θnv

}, 其中θ1, θ2, · · · , θnv
为凸
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多面体Θ的顶点, nv = 2q2为其顶点的个数. 假设系
统矩阵仿射依赖于参数向量θ,即(

Ai(θ) B1,i(θ) B2,i(θ)
Ci(θ) 0 Di(θ)

)
∈

col

{(
Ai,k B1,i,k B2,i,k

Ci,k 0 Di,k

)
, k = 1, 2, · · · , nv

}
.

时刻t,依赖θ的模糊系统输出为



ẋ(t) =
r∑

i=1

µi(λ)[Ai(θ)x(t) + B1,i(θ)w(t)+

B2,i(θ)u(t)],

z(t) =
r∑

i=1

µi(λ)[Ci(θ)x(t) + Di(θ)u(t)].

(5)

其中: µi(λ) =
δi(λ)

r∑
i=1

δi(λ)
, δi(λ) =

q1∏
j=1

M i
j(λj),

M i
j(λj)为λj属于模糊集合M i

j的隶属度. 且δi以

及µi具有以下性质: δi(λ) > 0,
r∑

i=1

δi(λ) >

0; µi(λ) > 0,
r∑

i=1

µi(λ) = 1.

对于模糊T-S系统(4), 令Ci为第i个子系统对应

设计的状态反馈控制器, 则系统的PDC控制器可以
描述为

Ci : IF λ1 is M i
1 · · · and λq1 is M i

q1
, THEN

u(t) = Kix(t), i = 1, 2, · · · , r. (6)

这里Ki ∈ Rm2×n是一个常反馈增益矩阵. 那么整个
控制器的输出可以表示为

u(t) =
r∑

i=1

µi(λ)Kix(t). (7)

即使针对每个子系统所设计的控制器可保证闭

环系统局域稳定,但并不能保证由式(5)和(7)组成的
闭环系统的全局稳定性, 因此需要验证其全局稳定
性[14].
下面不加证明地给出当w = 0时该闭环系统在

平衡点处李雅普诺夫稳定的条件[14]:
定定定理理理 1 若如果存在矩阵P = PT > 0满足

GT
ijP +PGij 60, 16 i6j 6r, µi ∩ µj 6= ∅,

Gij = [(Ai(θ) + B2,i(θ)Kj)T + (Aj(θ) +

B2,j(θ)Ki)]/2,

则系统(5)在平衡点处是全局李雅普诺夫稳定的.
3.2 T-S系系系统统统的的的H∞控控控制制制(H-infinity control for T-S

systems)
考虑由T-S模糊模型(4)描述的第i个子系统,控制

输入约束为

|uj(t)| 6 uj,max, j = 1, 2, · · · ,m2, t > 0. (8)

一个控制命题是设计控制器使闭环系统内部稳定,
并使某一类外部干扰信号w 到系统性能输出z 的

传递函数Twz 满足‖Twz‖∞ 6 γi, 同时满足约束条
件(8). 这里γi为给定的正实数.
考虑状态反馈u(t) = Kix(t),则闭环系统为

ẋ(t) = Acl,i(θ)x(t) + B1,i(θ)w(t), (9a)

z(t) = Ccl,ix(t), (9b)

其中:

Acl,i(θ) = Ai(θ) + B2,i(θ)Ki,

Ccl,i(θ) = Ci(θ) + Di(θ)Ki.

根据文[15], Acl,i(θ)是稳定的且‖Twz‖∞ 6 γi, 当且
仅当存在矩阵Pi = PT

i 使以下不等式成立:


AT
cl,i(θ)Pi + PiAcl,i(θ) ∗ ∗

BT
1,i(θ)Pi −γ2

i I ∗
Ccl,i(θ) 0 −I


 6 0. (10)

令Qi = P−1
i , Yi = KiQi, 同时考虑θ 的凸性, 则下

式成立是式(10)成立的一个充分条件:


Φi,k ∗ ∗
BT

1,i,k −γ2
i I ∗

Ci,kQi + Di,kYi 0 −I


 6 0. (11)

这里: Φi,k = AT
i,kQi +QiA

T
i,k +B2,i,kYi +Y T

i BT
2,i,k,

k = 1, 2, · · · , nv. 定义二次型函数Vi(x) = xTPix,
简单推导不等式(11)可保证当w(t) = 0时闭环系
统(9)是稳定的,并有

d
dt

Vi(x(t)) + ‖z(t)‖2 − γ2
i ‖w(t)‖2 6 0

成立,两边积分后有
Vi(x(t)) +

w t

0
‖z(τ)‖2dτ 6

γ2
i

w t

0
‖w(τ)‖2dτ + Vi(x(0)). (12)

假设干扰的能量是有界的, 且
w ∞

0
‖w(τ)‖2dτ 6

wmax,那么由不等式(12)可推出

Vi(x(t)) 6 Vi(x(0)) + γ2
i wmax, t > 0.

定义αi := γ2
i wmax +Vi(x(0)),则闭环系统的状态轨

迹在如下定义的椭圆域内变化:

Ω(Pi, αi) := {x(t) ∈ Rn|Vi(x(t)) 6 αi},

也就是xT(t)
Pi

αi

x(t) 6 1成立. 另一方面, 要保证满

足控制约束(8),则应有

u2
j(t) = (eT

j Kix(t))TeT
j Kix(t) 6 u2

j,max,
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即xT(t)
KT

i eje
T
j Ki

u2
k,max

x(t) 6 1. 这里ej为空间Rm2的

第j个标准向量基, j = 1, 2, · · · ,m2. 所以如Ki满足

KT
i eje

T
j Ki

u2
k,max

6 Pi

αi

,

则闭环系统满足控制约束(8). 根据前面Qi和Yi的定

义并利用Schur补公式得上式等效于


1
αi

u2
j,max eT

j Yi

Y T
i ej Qi


 > 0, j = 1, 2, · · · ,m2. (13)

很显然, 对于一个给定的常数αi, 以上不等式是关
于Qi和Yi的LMIs.
综上, 可以将约束H∞控制问题转化为一个LMI

优化问题

min
γ2

i ,Qi,Yi

γ2
i s.t.式(11)和(13) . (14)

若该优化问题有解γ∗i , Q∗
i , Y ∗

i ,则T-S模糊系统第i个

子系统的状态反馈矩阵为Ki = Y ∗
i Q∗−1

i .
注注注 1 参数αi可以作为控制器设计的可调参数. 由

式(12)得
w t

0
‖z(t)‖2dt 6 αi, 即αi为性能输出能量的上界.

从这个角度讲, αi 越小越好.但对于一个给定的αi,在零初

始条件下保证满足约束条件下的系统最大干扰能量可以

由wmax =
αi

γ2
i

计算,小的αi可能得到小的wmax. 也就是说,

αi越小,能够保证满足约束条件下系统可能承受的最大干

扰能量越小,所以αi的选取应根据期望的控制性能以及干

扰能量的先验知识来选取.

4 仿仿仿真真真结结结果果果(Simulation results)
作为仿真实例, 本文讨论的WMR的各个物理

参数选取为m = 80 kg, I = 2 kg·m, l = 0.075 m,
b = 0.325 m, u1,max = 5 N·m, u2,max = 4 N·m. 对于
跟踪误差系统(3),选取λ1 = φd以及λ2 = φd + e3作

为模糊推理的前件,其隶属度函数选取如图2所示.

图 2 隶属度函数曲线

Fig. 2 Membership functions

考虑到当φd = k1180◦, φd+e3 = k2180◦+90◦或
者φd+e3 = k1180◦, φd = k2180◦+90◦(这里k1, k2都

是整数)时,系统是不可控的,该系统可以由以下的T-
S模型来描述,它包含了16个模糊规则:

Ri : IF φd is M j
1 and φd + e3 is M f

2 , THEN

ẋ(t) = Ai(θ)x(t) + B1,i(θ)w(t) + B2,i(θ)u(t),

z(t) = Ci(θ)x(t) + Di(θ)u(t),

i = 1, · · · , r, j, f = 1, · · · , 4,

这里模糊集选取为

M 1
1 ,M 1

2 : 关于k360◦;

M 2
1 ,M 2

2 : 关于k360◦ + 91◦;

M3
1 ,M 3

2 : 关于k360◦ + 180◦;

M4
1 ,M 4

2 : 关于k360◦ + 271◦.

各个系数矩阵为

Ai(θ) =

(
O2×2 Âi O2×1

O3×2 O2×2 Ê

)
,

B1,i(θ) =



O3×2

β3 0
0 β4


 , B2,i(θ) =



O3×2

β1 0
0 β2


 ,

其中k为整数, OM×N为M × N的零矩阵, Ê =

(1 0 0)T以及

Â1 =

(
0 1

vd 0

)
, Â2 =

(
−vdξ1 1

vdξ2 0

)
,

Â3 =

(
0 1

−vd 0

)
, Â4 =

(
−vdη1 1

vdη2 0

)
,

Â5 =

(
0 ξ2

vd ξ1

)
, Â6 =

(
−vdξ1 ξ2

vdξ2 ξ1

)
,

Â7 =

(
0 ξ2

−vd ξ1

)
, Â8 =

(
−vdη2 ξ2

vdη2 ξ1

)
,

Â9 =

(
0 −1

vd 0

)
, Â10 =

(
−vdξ1 −1

vdξ2 0

)
,

Â11 =

(
0 −1

−vd 0

)
, Â12 =

(
−vdη1 −1

vdη2 0

)
,

Â13 =

(
0 η2

vd η1

)
, Â14 =

(
−vdξ1 η2

vdξ2 η1

)
,

Â15 =

(
0 η2

−vd η1

)
, Â16 =

(
−vdη1 η2

vdη2 η1

)
,

ξ1 = sin 91◦, ξ2 = cos 91◦,

η1 = sin 271◦, η2 = cos 271◦.
很显然, 上述T-S模型中每个子系统都是关于时

变参数θ̂ = vd的线性参变系统,且对于θ̂是仿射的.
利用本文提到的方法进行轨迹跟踪控制器的设

计, 并跟踪一个“8”字形的轨迹, 该轨迹如图3所
示,它是由微分平坦理论给出[5],用以下函数描述:

xd(t) = 2 sin
t

15
, yd(t) = 2 sin

t

30
. (15)
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该轨迹的起始位姿为φd(0)=0.4636 rad,初始线
速度和角速度分别为vd(0) = 0.1491 m/s和ωd(0) =
0 rad/s. 相应地,可得到速度轨迹vd(t)与控制输入轨
迹ud(t),且对于所有的t > 0,时变参数θ = vd(t) ∈
[0.04, 0.15] m/s, |u1d(t)| 6 0.04 N ·m, |u2d(t)| 6
0.015 N·m,所以可取控制约束

|u1e,max| 6 u1,max − 0.04 N ·m = 4.96 N ·m,

|u2e,max| 6 u2,max − 0.015 N ·m = 3.985 N ·m.

进一步, 选取参数αi = 5, 性能输出的权重系数
分别取为Ci = diag{1, 1, 1, 1}, Di = [O4×2], 通
过求解优化问题(14), 可以得到16个反馈系数矩
阵Ki(i = 1, 2, · · · , 16).

为了验证系统的全局稳定性, 将得到的控制器
代入稳定性条件(11),通过求解一组LMI的可行性问
题,得到以下满足稳定性条件的正定对称矩阵:

P =10−11×




0.092 0.003−0.000 0.000 0.000
0.003 0.092 0.000 0.000 0.000

−0.000 0.000 0.013−0.000 0.002
0.000 0.000−0.000 0.111−0.000

−0.000 0.000 0.002−0.000 0.002


.

图 3 期望轨迹

Fig. 3 Desired trajectory

图 4 位置误差与角度误差

Fig. 4 Position errors and angular errors

将得到控制器应用到系统(1)中进行仿真.

图4,5给出了当初始误差为e(0) = [0.5, 1,−0.4636,

0.2509, 0.5]T, 在时刻t = 80 s时在w1上加入长度

为5 s幅值为3.5 N的阶跃干扰,在时刻 t = 120 s时
在w2上加入长度为5 s幅值为2.5 N·m的阶跃干扰时
的跟踪效果图. 从仿真图中可以看到,利用本文方法
设计的控制器克服了初始跟踪误差与外部干扰的影

响,实现了轨迹的完美跟踪,并且整个过程中得到的
控制量都在允许的范围之内(见图6).

图 5 速度误差

Fig. 5 Velocity errors

图 6 控制输入与外部干扰

Fig. 6 Control inputs and external disturbances

5 结结结论论论(Conclusion)
本文提出了一种基于T-S模型的控制算法来解决

有外部干扰与控制约束条件下的WMR轨迹跟踪问
题. 将跟踪误差系统做T-S模型描述后, 本文采取了
针对线性子系统单独设计控制器, 然后用PDC构建
控制器并验证全局稳定性的方法, 并以跟踪“8”
字形轨迹为例给出了应用仿真结果,跟踪效果理想.
其中控制器的参数都是通过求解LMI优化问题获得.
本文设计的控制器结构简单, 易于实现, 时实性强,
并对初始跟踪误差与外部干扰有很强的鲁棒性. 但
是对闭环系统性能指标的定量分析,例如H∞性能指
标,也是笔者进一步需要研究的工作.
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