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摘要:使用马氏决策过程研究了概率离散事件系统的最优控制问题.首先,通过引入费用函数、目标函数以及最
优函数的定义,建立了可以确定最优监控器的最优方程. 之后,又通过此最优方程获得了给定语言的极大可控、ε-包
含闭语言. 最后给出了获得最优费用与最优监控器的算法.
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Abstract: The problem for optimal control of probabilistic discrete event system is investigated by using Markov
decision processes in the paper. Firstly, an optimal equation which can determine optimal supervisor is established by
introducing the definitions of cost function, objective function and optimal function. Next, the maximal controllable and
closed ε-containments of a given language is obtained by using the optimal equation. Finally, an algorithm to obtain the
optimal cost value and optimal supervisor is given.
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1 引引引言言言(Introduction)
监控理论是Ramadge与Wonham提出用来控制离

散事件系统的一个数学模型[1,2],它通过监控器来动
态地控制可控事件的发生, 使闭环系统的行为达到
系统的期望. 其理论在模监控、分散监控、递阶监
控中都得到了很好的发展,并且这些方法与结论在
各个研究者的努力下都被延伸到了部分可观察, 状
态反馈中. 但是早先关于监控理论的研究主要是对
于非随机系统而言的,而关于随机系统的监控方法,
在最近几年才逐渐引起研究者的重视. Li, et al.在文
献[3]中基于DES监控模型新框架的描述, 关于控制
输入重新定义了可控语言, 提出并解决了新模型的
监控问题. 进而概率离散事件系统(probabilistic dis-
crete event systems, PDES)基于此模型在文献[4]中被

提出来,并通过给出“ε-包含”语言,解决了随机监
控问题.之后,文献[5]引入概率语言来描述随机离散
事件系统(stochastic discrete event systems)的定性行
为(qualitative behavior). 文献[6]中扩展了文献[5]中
的结论, 进一步讨论了以概率语言建模随机DES的
监控问题.文献[7]又给每一个控制行为赋予了一定
的费用, 并且在文中给出了一个控制函数来表示费
用的累积,提出对于系统的随机行为如何进行最优
控制可使得控制函数达到最小的方法. 除了上述
关于事件发生的随机性的描述,文献[8]又建立了当
事件发生时间是一随机变量情况下随机DES的数
学模型, 并且对于参数优化的问题, 进行了相应的
性能分析,但有效的关于时间随机性的监控问题却
没有考虑. 在随机DES中, 马氏过程一向是用来研
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究其性质的一种有效工具. 在文献[9]中就利用了
一种类马氏决策过程的方法研究了离散事件系统

的静态稳定性, 并且提出两种算法来分别计算稳定
性中的强吸引子(strong attraction)与弱吸引子(weak
attraction). 之后, Hu与Yue在文献[10]中通过引入选
择控制输入费用与事件发生费用, 利用马氏决策过
程理论给出了相应的费用方程并获得了累积费用的

最优解. 而文献[11]通过引入受控马氏链(controlled
markov chains),扩展了DES的安全行为的概念,提出
获取受控系统满足目标行为安全性的充分必要条

件.
本文考虑了当受控系统的控制任务在一定程度

上受到干扰,在什么样的情形下仍能获得控制任务,
以及在这种控制条件下,如果考虑事件发生费用,如
何能使费用达到最优的问题.类似于文献[4],称这种
受干扰后仍能被控制的任务为“软性的(soft)”. 本
文通过在事件发生的过程中引入发生费用, 利用马
氏决策过程对于PDES模型构造受控系统的最优控
制函数, 然后通过确定最优方程与最优控制策略来
建立一个马氏决策过程模型. 并且利用此马氏决策
模型去研究较文献[4]更一般的监控综合问题.最后
给出一个算法来计算以上问题中分析所得的最优监

控器与最优费用.

2 预预预备备备知知知识识识(Preliminaries)
DES系统行为一般是以自动机G = (Q,Σ, δ, q0)

的生成语言L(G) = {s ∈ Σ∗ | δ(s, q0)}来表示, 其
中Q是状态集, Σ是有限事件集, δ是从Σ ×Q到Q的

状态转移函数,而q0 ∈ Q表示初始状态. 记ΣL(s) =
{σ ∈ Σ | sσ ∈ L}是在L中串s发生后允许发生

的事件集, Σ̃L(s) = {σ ∈ Σ | sσ ∈ L}是在L中

串s发生后严格允许发生的事件集,当L = L(G)时,
记ΣL(s) = Σ(s) = Σ̃(s).
为了引入控制的概念, 事件集Σ被划分为互不

相交的两部份子集, 分别称为不可控事件集Σu与

可控事件集Σc, 并且满足Σ = Σu ∪ Σc. 称满
足Σu ⊆ γ ⊆ Σ的事件子集γ为控制输入. 映
射f : L(G) → Γ为监控器, 在监控器f的控制下

闭环系统所生成的语言记为L(f/G).
给定串s, t, r,如果s = tr,则称t为s的前缀,并记

为t 6 s. 对于语言L ⊂ Σ∗,称L是L的闭包,如果其
闭包满足L = L,则称L是闭的.
定定定义义义 1 对于语言L, 如果满足(∀s ∈ L)(∃γ ∈

Γ )Σ(s) − ΣL(s) = Σ(s) − γ,则称L关于Γ是可控

的[3,4].
定定定义义义 2 给定语言L, 如果有(∀s ∈ L)(∃γ ∈

Γ )Σ(s) − Σ̃L(s) = Σ(s) − γ,则称L关于Γ是控制

不变的.

显然,如果语言是闭的,则控制不变必是可控的.
记带有事件发生费用的PDES为自动机G′ =

(G, π, c),其中G为一DES, π为事件σ在某一状态q处

发生的概率, 其为从Σ × Q到[0, 1]的映射, c为在

串s发生后事件σ的发生费用. 与文献[4]类似, 关
于概率分布做假设A1与A2[4].
为了考虑PDES的监控问题,引入如下定义:
定定定义义义 3 给定一常数ε∈ [0, 1],对于语言L,K⊆

L(G), 如果有(∀s ∈ K)
∑

σ∈ΣL(s)−ΣK(s)

PL(σ|s) 6 ε,

则称L是K的ε-包含语言[4],记为L ⊆ε K.
定定定义义义 4 给定一常数ε∈ [0, 1],对于语言L,K⊆

L(G),如果有(∀s ∈ K
⋂

L)
∑

σ∈ eΣL(s)− eΣK(s)

PL(σ|s) 6

ε,则称L是K的严格ε-包含语言,记为L ⊆eε K.
按照马氏决策过程(MDPs)中的定义,称Q为状态

集, Γ为行为集,策略f ∈Π为一序列f =(f0, f1, · · · ),
n > 0, 其中fn : L(n)(G) → Γ为一映射, 当s ∈
L(n)(G)发生时, 记fn(s) ∈ Γ . 显然由L(G) =⋃
n>0

L(n)(G)可知策略等价于监控器f : L(G) → Γ .

由文献[12]知,监控器为一马氏策略.
以上有关监控理论, PDES和MDPs的内容可参见

文献[1∼4, 12∼14].

3 基基基于于于事事事件件件发发发生生生费费费用用用的的的马马马氏氏氏决决决策策策过过过程程程

模模模型型型(Method of Markov decision processes
based on event occurring cost)
本文假设所有事件的发生费用为正的. 为了引

入最优控制,记t = σ1σ2 · · · , tk = σ1σ2 · · ·σk, t0 =
ε, β ∈ (0, 1)为折扣率.定义如下3种关于费用的控
制函数:

· 费用函数:Vs(t) =
∑
k>0

Eπ[βkc(stk, σk+1)], 表

示串s发生后t发生的期望费用;
· 目标函数:V (f, s) = max

t∈L(f/G,s)
Vs(t), 表示在

f监控下,串s发生后t发生的最大期望费用;
· 最优化函数:V ∗(s) = min

f∈Πm

V (f, s), 表示在

监控作用下, 使串s发生后t发生的最大期望费用

达到最小. 其中s为在f控制下闭环系统的一个

事件串, Πm为马氏策略集, L(f/G, s)为初始状态
为δ(s, q0)的闭环语言, 当s = ε, 则L(f/G, s) =
L(f/G).
定定定义义义 5 如果存在监控器f∗使得V ∗(s) =

V (f∗, s),则称监控器f∗是最优的.
定定定理理理 1 任取f ∈ Πm, s ∈ L(G),则有

V (f, s) =
∑

σ∈Σf (s)

[c(s, σ)π(s, σ)] + β max
σ∈Σf (s)

V (f, sσ)
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成立,其中Σf (s) = Σ(s)
⋂

f(s).
证证证 由V (f, s)的定义,可得如下等式成立:

V (f, s) = max
t∈L(f/G,s)

Vs(t) =

max
t∈L(f/G,s)

∑
k>0

Eπ[βkc(stk, σk+1)] =

max
t∈L(f/G,s)

∑
k>0

βk ·
∑

σk+1∈Σf (stk)

[c(stk, σk+1)π(stk, σk+1)] =

max
σ1σ2···∈L(f/G,s)

∑
k>0

βk ·
∑

σk+1∈Σf (stk)

[c(stk, σk+1)π(stk, σk+1)] =

max
σ1σ2···∈L(f/G,s)

{ ∑
σ1∈Σf (s)

[c(s, σ1)π(s, σ1)] +

∑
k>1

βk
∑

σk+1∈Σf (stk)

[c(stk, σk+1)π(stk, σk+1)]}.

将max运算代入, 由
∑

σ1∈Σf (s)

[c(s, σ1)π(s, σ1)]为常数

可知

V (f, s) =
∑

σ1∈Σf (s)

[c(s, σ1)π(s, σ1)] +

β max
σ1σ2···∈L(f/G,s)

∑
k>1

βk−1 ·
∑

σk+1∈Σf (stk)

[c(sσ1σ2 · · ·σk, σk+1) ·

π(sσ1σ2 · · ·σk, σk+1)]=∑
σ1∈Σf (s)

[c(s, σ1)π(s, σ1)] +

β max
σ1∈Σf (s),σ2σ3···∈L(f/G,s)

∑
k>1

βk−1 ·
∑

σk+1∈Σf (stk)

[c(sσ1σ2 · · ·σk, σk+1) ·

π(sσ1σ2 · · ·σk, σk+1)]=∑
σ1∈Σf (s)

[c(s, σ1)π(s, σ1)]+β max
σ1∈Σf (s)

V (f, sσ1)=

∑
σ∈Σf (s)

[c(s, σ)π(s, σ)] + β max
σ∈Σf (s)

V (f, sσ).

证毕.
利用目标函数,可通过如下定理构造最优方程.

定定定 理理理 2 V ∗(s) 是 最 优 方 程 V (s) =
min
γ∈Γ

[
∑

σ∈Σf (s)

c(s, σ)π(s, σ)+β max
σ∈Σf (s)

V (f, sσ)]的解.

证证证 由最优函数的定义及定理1,可得不等式

V ∗(s) = min
γ∈Γ

V (f, s) >

min
γ∈Γ

[
∑

σ∈Σf (s)

[c(s, σ)π(s, σ)] + β max
σ∈Σf (s)

V ∗(sσ)] =

∑
σ∈Σf∗ (s)

[c(s, σ)π(s, σ)] + β max
σ∈Σf∗ (s)

V ∗(sσ).

其中f∗为使
∑

σ∈Σf (s)

[c(s, σ)π(s, σ)]+β max
σ∈Σf (s)

V ∗(sσ)

达到最小的解.
由上述不等式,显然可得

V ∗(s) >
∑

σ∈Σf∗ (s)

[c(s, σ)π(s, σ)] + β max
σ∈Σf∗ (s)

V ∗(sσ) >
∑

σ1∈Σf∗ (s)

[c(s, σ1)π(s, σ1)] +

β max
σ1∈Σf∗ (s)

[
∑

σ2∈Σf∗ (s)

[c(sσ1, σ2)π(sσ1, σ2)] +

β max
σ2∈Σf∗ (sσ1)

V ∗(sσ1σ2)] =

max
σ1∈L(f∗/G,s)

[
1∑

k=1

βk
∑

σk+1∈Σf∗ (stk)

[c(stk, σk+1) ·

π(stk, σk+1)] + β2 max
σ2∈Σf∗ (sσ1)

V ∗(sσ1σ2)] +
∑

σ1∈Σf∗ (s)

[c(s, σ1)π(s, σ1)] = · · · =

max
σ1···σn∈L(f∗/G,s)

[
n∑

k=1

βk
∑

σk+1∈Σf∗ (stk)

·

[c(stk, σk+1)π(stk, σk+1)] +

βn+1 max
σn+1∈Σf∗ (sσ1···σn)

V ∗(sσ1 · · ·σn+1)] +
∑

σ1∈Σf∗ (s)

[c(s, σ1)π(s, σ1)].

由假设知费用是正的,令n →∞,则

V ∗(s) >
max

t∈L(f∗/G,s)
[
∑
k>1

βk
∑

σk+1∈Σf∗ (stk)

[c(stk, σk+1) ·

π(stk, σk+1)] +
∑

σ1∈Σf∗ (s)

[c(s, σ1)π(s, σ1)] =

V (f∗, s).

对于监控器f∗,显然有V (f∗, s)>V ∗(s). 故V ∗(s)=
V (f∗, s),由定义可知监控器f∗是最优的. 故有

V ∗(s) = V (f∗, s) =
∑

σ∈Σf∗ (s)

[c(s, σ)π(s, σ)] + β max
σ∈Σf∗ (s)

V ∗(sσ) =

min
γ∈Γ

[
∑

σ∈Σf (s)

[c(s, σ)π(s, σ)] + β max
σ∈Σf (s)

V ∗(sσ)].

故V ∗(s)是上述最优方程的解. 证毕.
推推推论论论 1 如监控器f∗满足上述最优方程,

则f∗是最优的.

4 基基基于于于有有有限限限最最最优优优费费费用用用的的的概概概率率率离离离散散散事事事件件件系系系统统统

综综综合合合问问问题题题(Synthesis problem of probabilis-
tic discrete event systems based on finite op-
timal cost)
在本文中, 假设所有语言都是非闭的. 类似于
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文献[4], 记CIE(K) = {L ⊆ L(G)|L ⊆eε K, 其
中L是关于Γ控制不变的}. 显然CIE(K)关于并运
算不是闭的, 其最大值supCIE(K)不存在, 但其极
大值max CIE(K)存在, 本文采用了上节的MDP模
型来讨论max CIE(K)的获取方法.
记K∗ = {s|V ∗(s) < ∞}是有限最优费用值的

串集. 假设正的费用函数c满足如下条件, 即∀s ∈
L(G),

· 如σ ∈ Σ̃K(s),则c(s, σ)有界;
· 如σ∈Σ̃K(s), 且存在监控器f使得Pf (σ|s) =
π(s, σ)∑

σ∈Σf (s)

π(s, σ)
6 ε

|Σf (s)− Σ̃K(s)|
,其中σ ∈ f(s),

则c(s, σ) < ∞, 否则c(s, σ) = ∞, 其中|Σf (s) −
Σ̃K(s)|为集合Σf (s) − Σ̃K(s)中的元素个数. 则称
此条件为CFC条件(cost function’s condition).

定定定理理理 3 在CFC条件下, 给定非空语言K ⊆
L(G), 则K∗ = max CIE(K), 即K∗为K的极大控

制不变,严格ε-包含语言.
证证证 为了证明K∗为K的极大控制不变, 严格ε-

包含语言, 需要依次证明K∗关于Γ是控制不变

的, 是K的严格ε-包含语言, 还是CIE(K)中的极大
元素.
先证控制不变性. 假设f∗为定理2中的最优监

控器, 显然∀s ∈ K∗, 均有V ∗(s) < ∞. 由V ∗(s)的
定义可得 max

σ∈Σf∗ (s)
V ∗(sσ) < ∞. 故∀σ ∈ Σf∗(s),均

有V ∗(sσ) < ∞,并且可得

Σf∗(s) ⊆ {σ|v∗(sσ) < ∞} =

{σ|sσ ∈ K∗} = Σ̃K∗(s). (1)

∀σ ∈ Σ̃K∗(s) ⊆ Σ(s), 则sσ ∈ K∗, 即V ∗(sσ) <

∞成立. 再由V ∗(s)和V ∗(sσ)的含义可知s可以在f∗

的控制下使得σ发生, 即σ ∈ f∗(s), 故Σ̃K∗(s) ⊆
f∗(s). 再由Σ̃K∗(s) ⊆ Σ(s),显然可得

Σ̃K∗(s) ⊆ Σf∗(s). (2)

从式(1)与(2), 可知Σ̃K∗(s) = Σf∗(s). 取γ =
f∗(s) ∈ Γ , 则Σ(s) − Σ̃K∗(s) = Σ(s) − Σf∗(s) =
Σ(s)−Σ(s)

⋂
f∗(s) = Σ(s)−f∗(s) = Σ(s)−γ成

立,故由定义知K∗是关于Γ控制不变的.

再证K∗是K的严格ε-包含语言. ∀s ∈ K
⋂

K∗

⊆ K∗, 则V ∗(s) < ∞成立. 任取σ ∈ Σ̃K∗(s), 则必
存在监控器f∗使得σ ∈ f∗(s), 并且c(s, σ)有界. 显
然 σ ∈ Σ̃K∗(s) = Σf∗(s)成立. 当 σ∈ Σ̃K∗TK(s) =
Σ̃K∗(s)

⋂
Σ̃K(s)(即 σ ∈ Σ̃K∗(s) − Σ̃K∗TK(s))时,

则利用反证法可知 σ∈ Σ̃K(s)(如果 σ ∈ Σ̃K(s),
当 σ ∈ Σ̃K∗(s), 则有σ ∈ Σ̃K∗(s)

⋂
Σ̃K(s)). 利用

假设的CFC条件,可得

Pf∗(σ|s) =
π(s, σ)∑

σ∈Σf∗ (s)

π(s, σ)
6

ε

|Σf∗(s)−Σ̃K(s)|
=

ε

|Σ̃K∗(s)−Σ̃K(s) ∩ Σ̃K∗(s)|
,

则必有下式成立:

π(s, σ) 6
ε

|Σ̃K∗(s)−Σ̃K(s) ∩ Σ̃K∗(s)|
· ∑

σ∈Σf∗ (s)

π(s, σ).

(3)

∀s ∈ K
⋂

K∗,则有
∑

σ∈ eΣK∗ (s)− eΣK∗∩K(s)

PK∗(σ|s) =

∑
σ∈ eΣK∗ (s)− eΣK∗∩K(s)

π(s, σ)∑
eΣK∗ (s)

π(s, σ)

成立,用式(3)代替π(s, σ),可得下列不等式关系:
∑

σ∈ eΣK∗ (s)− eΣK∗∩K(s)

PK∗(σ|s) 6

∑
σ∈ eΣK∗ (s)− eΣK∗∩K(s)

∑
eΣK∗ (s)

π(s, σ)
∑
eΣK∗ (s)

π(s, σ) ·

ε

|Σ̃K∗(s)− Σ̃K(s) ∩ Σ̃K∗(s)|
= ε.

根据严格ε-包含的定义,可知K∗ ⊆eε K∗ ⋂
K ⊆

K. 再由Σ̃K∗∩K(s) ⊆ Σ̃K(s)成立,显然可得
∑

σ∈ eΣK∗ (s)− eΣK(s)

PK∗(σ|s) 6
∑

σ∈ eΣK∗ (s)− eΣK∩K∗ (s)

PK∗(σ|s),

故有K∗ ⊆eε K.
最后证K∗是CIE(K)的极大元. ∀K ′∈CIE(K),

假设有K ′ 6= K∗,则对于K ′ ⋂ K∗,有如下两种可能
性:

1) 如K ′ ⋂ K∗ = Φ, 则K∗ * K ′, 即K∗ =
max CIE(K)成立;

2) 如K ′ ⋂ K∗ 6= Φ, ∀s ∈ K ′ ⋂ K∗, 则存
在监控器f∗与f ′使得Σ(s) − Σf∗(s) = Σ(s) −
Σ̃K∗(s), Σ(s)− Σ̃K′(s) = Σ(s)−Σf ′(s). 假设下式
成立:

Σ̃K∗(s) ⊆ Σ̃K′(s). (4)

由非空性知 ε ∈ K ′ ⋂ K∗, 相应地可得 Σ̃K∗(ε) ⊆
Σ̃K′(ε). 故,对于s∈K∗,当|s|=0或|s|=1,有s∈ K ′

成立. 假设, 当|s| = n, 也有s ∈ K ′. 当sσ ∈ K∗时,
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则有σ ∈ Σ̃K∗(s), 由式(4)可得σ ∈ Σ̃K′(s), 故sσ ∈
K ′. 因此,可得K∗ ⊆ K ′. 再由K ′的任意性,可得

K∗ = inf CIE(K). (5)

标记CIEsub(K)为K关于Γ是控制不变的子语

言, 显然其也是K的严格ε-包含语言, 由{ε} ∈
CIEsub(K)可知其是非空. ∀K ′′ ∈ CIEsub(K), 则
由定义知K ′′是K的控制不变,严格ε-包含的. 当s ∈
K ′′时,则存在监控器f ′′使得Σ(s)−f ′′(s) = Σ(s)−
Σ̃K′′(s)(即Σ̃K′′(s) = Σf ′′(s)). 再任取σ ∈ Σ̃K′′(s),
则c(s, σ)是有界的, 假设M为c(s, σ)的一个上界,由
定理2中的最优方程以及数学归纳法可得

V (f ′′, s) =
∑

σ∈Σf′′ (s)
[c(s, σ)π(s, σ)] + β max

σ∈Σf′′ (s)
V (f ′′, sσ) 6

M
∑

σ∈Σf′′ (s)
π(s, σ) + β max

σ∈Σf′′ (s)
V (f ′′, sσ) 6

bM + bβM + bβ2M + · · · =
∞∑

n=0

βnMb =
Mb

1− β
.

其中用b表示
∑

σ∈Σf′′ (s)
π(s, σ). 因为V (f, s)是有界的,

故V ∗(s) 6 V (f, s) < ∞成立, 即s ∈ K∗及K ′′ ⊆
K∗,显然与式(5)产生矛盾.
由上述结论可得Σ̃K∗(s) * Σ̃K′(s). ∀s ∈ K∗⋂

K, 则总存在σ ∈ Σ̃K∗(s)− Σ̃K′(s)使得sσ ∈ K∗−
K ′. 故K∗ * K ′.
又由K ′的任意性可知, K∗ = max CIE(K).
证毕.
给定任意的非闭语言K, 记MC(K) = {s ∈

K|∀t 6 s, t ∈ K}为K的极大闭的子语言. 则由
前定理可得如下结论.
定定定理理理 4 在CFC条件下, MC(K∗)为K的极大

可控, ε-包含闭语言.
证证证 显然MC(K∗)是闭的.
下证MC(K∗)关于Γ是可控的. ∀s ∈ MC(K∗),

显然有下式成立:

ΣMC(K∗)(s) ⊆ Σ̃K∗(s). (6)

再取σ ∈ Σ̃K∗(s), 则有sσ ∈ K∗. 对于任意的子
串t 6 sσ, 当t = s时, 则由t ∈ MC(K∗) ⊆ K∗.
否则, 当t < s时, 必有t ∈ MC(K∗) ⊆ K∗. 故
有sσ ∈ MC(K∗)与σ ∈ ΣMC(K∗)(s). 显然又可得

Σ̃K∗(s) ⊆ ΣMC(K∗)(s). (7)

利用式(6)与(7),可知当s∈MC(K∗)时,有Σ̃K∗(s)=
ΣMC(K∗)(s). ∀s ∈ MC(K∗) ⊆ K∗,由K∗的控制不

变性知存在一监控器f∗使得Σ(s) − ΣMC(K∗)(s) =
Σ(s) − Σ̃K∗(s) = Σ(s) − f∗(s)成立, 其中监控器

可由定理3获得. 再由可控的定义知, MC(K∗)关
于Γ是可控的.
再证MC(K∗)是K的ε-包含. 给定s ∈ K, 考虑

如下两种情况:
· 如ΣMC(K∗)(s) − ΣK(s) = Φ, 显然MC(K∗)

是K的ε-包含;
· 如ΣMC(K∗)(s) − ΣK(s) 6= Φ, 则当σ ∈

ΣMC(K∗)(s) − ΣK(s)时, 有sσ ∈ MC(K∗) − K =
MC(K∗) − K成立. 又因为sσ ∈ MC(K∗)成立,
则对于闭包MC(K∗)的t 6 s有s ∈ MC(K∗) ⊆
K∗与t ∈ MC(K∗) ⊆ K∗. 故可得K

⋂
MC(K∗) 6=

Φ. ∀s ∈ K
⋂

MC(K∗),则由前证明可知Σ̃K∗(s) =
ΣMC(K∗)(s)成立, 根据Σ̃K(s) ⊆ ΣK(s)与定理3,
知MC(K∗)是语言K的ε-包含.
最后证明MC(K∗)是满足上述条件的极大元.

欲证极大元,则等价的可以证明对于K的任意可控,
ε-包含,闭语言K ′′′,均有MC(K∗) * K ′′′成立.

· 当K ′′′ ⊆ K∗时,由MC(K∗)的定义可知K ′′′ ⊆
MC(K∗)成立;

· 当K ′′′ * K∗时,考虑如下情形:如MC(K∗)
⋂

K ′′′ = Φ,则MC(K∗)是K的可控, ε-包含,闭语言中
的极大元素. 如MC(K∗)

⋂
K ′′′ 6= Φ, 则对于s ∈

MC(K∗)
⋂

K ′′′, 有Σ̃K∗(s) = ΣMC(K∗)(s)成立.
再由定理3知, 存在σ ∈ Σ̃K∗(s) − ΣK′′′(s) =
ΣMC(K∗)(s) − ΣK′′′(s)使得sσ ∈ MC(K∗) −
K ′′′ = MC(K∗) − K ′′′, 即MC(K∗) * K ′′′成立.
故MC(K∗)是K的可控, ε-包含, 闭语言中的极大
元素.
综上可知, 在CFC条件下, MC(K∗)是K的极大

可控, ε-包含闭语言. 证毕.
注注注 1 对比于文献[4], Li, et al.的语言闭的条件被

放松了. 由上述定理, 对于所有的非闭语言, 其极大可控

的, ε-包含闭语言可以被得到. 如果语言是闭的, 则符合文

献[4]的要求条件, 有K∗ = MC(K∗), 即K∗为K的极大可

控的, ε-包含闭语言.

推推推论论论 2 如所有的语言都是闭的, 则有K∗ =
max CE(K∗),其中CE(K)[4]为语言K的可控的, ε-
包含集.

5 算算算法法法(Algorithm)
引入如下公式:

V ¦(s) =
∑

σ∈Σu(s)

(c(s, σ)π(s, σ)) +

β max
σ∈Σu(s)

V ¦(sσ). (8)

为了区别于K∗, 记K¦ = {s|V ¦(s) < ∞}表示具有
有限费用值的事件串集,则对于K¦与K∗,如下定理
给出了两者的关系.
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定定定理理理 5 对于K¦与K∗, 其费用函数分别如前
定义为V ∗(s)与V ¦(s), 则有K∗ = K¦与V ∗(s) =
V ¦(s)成立.
证证证 为了证明两者费用函数相等, 需分别证明

K¦ ⊆ K∗与K∗ ⊆ K¦成立.
∀s ∈ K¦, 则V ¦(s) < ∞成立. 令γ = Σu, 则由

V ∗(s)的定义可得V ∗(s) 6 V ¦(s) < ∞. 故s ∈ K∗

成立,即有K¦ ⊆ K∗.
∀s ∈ K∗, 显然有V ∗(s) < ∞. 再设γ为满足

V ∗(s)的控制模式, 则对于σ ∈ γ
⋂

Σ(s), 可得c(s,
σ)<∞. 而Σu⊆ γ,故有Σu(s) ⊆ γ

⋂
Σ(s)成立. 相

应地,可得
∑

Σu(s)

(c(s, σ)π(s, σ))6
∑

γ∩Σ(s)

(c(s, σ)π(s, σ))

及c(s, σ) < ∞, 其中σ ∈ Σu(s). 类似于定理2中
的证明, 利用数学归纳法可得V ¦(s) < ∞, 即
有s ∈ K¦成立. 由此可知K∗ ⊆ K¦成立, 并且显
然可得V ¦(s) 6 V ∗(s).
由以上的证明知K∗ = K¦与V ∗(s) = V ¦(s)同

时成立. 证毕.
显然语言K¦的计算复杂度要小于K∗的. 而上

述定理描述了两者在语言与期望费用值上的等价关

系,故可以通过研究K¦来代替K∗.由文献[13]及[14]
可得, 上述方程(8)存在最小解. 利用下面等式的连
续逼进方法:




V ¦
m+1(s) =

∑
σ∈Σu(s)

(c(s, σ)π(s, σ))+

β max
σ∈Σu(s)

V ¦
m(sσ),

V ¦
0 (s) = 0.

(9)

可以得到式(8) 的最小解. 显然Vm是单调非减的,
故 lim

m→∞
Vm(s)存在.

利用下面提出的算法及式(9),可以获得语言K∗,

MC(K∗)及监控器f∗.
算算算法法法 1 计算K∗,MC(K∗), f∗.
Step 1 输入初始值. 如m = 0, V0(s) = 0(s ∈

L(G)), ε(ε-包含), L0 = φ,L(G)(非空), H = L(G),
e(误差).

Step 2 如果H = φ,转Step 7.
Step 3 如果L(G) = φ, 令m = m + 1, Lm =

Lm−1, L(G) = H , 转step 2, 否则, 取s ∈ L(G), 如
果∀σ∈Σ(s), 则令Vm+1(s) = 0, 否则利用式(9)获
得Vm+1(s).

Step 4 如Vm+1(s) = ∞,则令H = H − {s}.
Step 5 如|Vm+1(s)−Vm(s)| 6 e,则令V ∗(s) =

Vm(s), Lm = Lm ∪ {s}及H = H − {s}.
Step 6 L(G) = L(G)− {s},转Step 2.
Step 7 令K∗ = Lm,MC(K∗) = {s ∈K∗|∀t 6

s, t ∈ K∗}.

Step 8 用如下公式可得到监控器f∗:

f∗1 (s) =





Σu, s ∈ L0,
{σ ∈ Σc|δ(sσ, q0),
sσ ∈ Lm+1}

⋃
Σu, s ∈ Lm+1 − Lm,

Σ, s∈K∗,

及

f∗(s) =

{
f∗1 (s), s ∈ MC(K∗),
Σ, s∈MC(K∗).

注注注 2 在上述算法中, 当L(G)为无限集时, 对于有

限自动机, 显然L(G)中有循环串存在, 设sσ∗ ∈ L(G), 显

然V ∗(sσ) = V ∗(sσn)(n > 2),故在上述算法中仅选循环串

的一次循环带入算法计算,即算法中的L(G)是有限的.

注注注 3 对于上述算法中,利用式(9)计算Vm+1(s)时其

复杂度为O(|Σu(s)|), 对于任意的s ∈ L(G), 都要在Step 3

到Step 6中运算|L(G)− (L(G)−H)|次的式(9)与基本操作,

在此循环的外部还有对H中所有元素的循环(依赖于m),而

其他各步均为基本操作,对于算法的复杂性没有大的影响,

故此算法的复杂度为O(m|Σu(s)||L(G)− (L(G)−H)|).
由如上算法显然可得如下结论:

定定定理理理 6 在CFC条件下,
1) 上述算法所得的K∗与MC(K∗)分别为K的

极大可控, ε-包含语言与极大可控, ε-包含闭语言.
2) 由上述算法所得的f∗必是综合MC(K∗)的最

优监控器.
证证证 1) 显然由定理3及5可知结论(1)成立.
2) 为了证明上述算法所获的的监控器是综

合MC(K∗)最优的,只需证L(f∗/G) = MC(K∗)即
可,以下对串的长度采用数学归纳法证明.

· 由ε ∈ L(f∗/G)
⋂

MC(K∗), 可知ε ∈
L(f∗/G) ⇔ ε ∈ MC(K∗)成立.

· 设当n > 0, |s| 6 n时,有s ∈ L(f∗/G) ⇔ s ∈
MC(K∗).

· 任取s ∈ L(f∗/G) = MC(K∗), σ ∈ Σ, 下
证sσ ∈ L(f∗/G) ⇔ sσ ∈ MC(K∗).
当σ ∈ Σu时, 由定理5与V ∗(s)的计算公式易

得sσ ∈ L(f∗/G) ⇔ sσ ∈ MC(K∗)成立.
当σ ∈ Σc时,

sσ ∈ L(f∗/G) ⇔
sσ ∈ L(G) ∧ σ ∈ f∗(s) ∧
s ∈ L(f∗/G) = MC(K∗) ⇔
sσ ∈ L(G) ∧ σ ∈ f∗1 (s) ∧
s ∈ L(f∗/G) = MC(K∗) ⇔
sσ ∈ L(G) ∧ (∃m s ∈ Lm+1 − Lm ∧
σ ∈ {σ ∈ Σc|δ(sσ, q0), sσ ∈ Lm+1}) ∧
s ∈ L(f∗/G) = MC(K∗) ⇔
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sσ ∈ K∗ ∧ s ∈ MC(K∗) ⇔ sσ ∈ MC(K∗).

由上述数学归纳法可知有L(f∗/G) = MC(K∗)成
立. 证毕.
推推推论论论 3 在CFC条件下, 由上述算法所得的监

控器f∗1 ,必有L(f∗1 /G) = K∗成立.
推推推论论论 4 如所有语言都是闭的, 则上述算法

所得到的Lm是K的极大可控, ε-包含语言, 并且综
合Lm = K∗的监控器f∗1 = f∗是最优的.

6 例例例子子子(Example)
例例例 给定一个PDES-G如图1所示, 其发生概率

见图中(·)内的数值, 事件的发生费用见图中−→下
的数值, 设系统G中事件集为Σ = {a, b, c, d}, 不可
控事件集为Σu = {a, b},目标行为K = {ε, bd, cb, b,

c}, N = ∞,设ε=0.1, β=0.1, e=0.01, V0(s)=0.

图 1 概率离散事件系统(PDES-G)
Fig. 1 Probabilistic discrete event systems(PDES-G)

显然可以验证系统G满足CFC假设,故可利用算
法1获得最优监控器.
当m = 0时,
s = {ε}, Σ(ε) = {a, b, c},则
V1(ε) = 0.1c(1, a) + 0.7c(1, b) + 0 = 2.3;

s = {a}, Σ(a) = {φ},则

V1(a) = 0, |V1(a)− V0(a)| = 0, L0 = {a};
s = {b}, Σ(b) = {d}, Σu(b) = {φ},则

V1(b) = 0, |V1(b)− V0(b)| = 0, L0 = {a, b};
s = {c}, Σ(c) = {b}, Σu(c) = {b},则

V1(c) = 0.6c(5, b) + 0 = 2.4;

s = {cb}, Σ(cb) = {φ},则

V1(cb) = 0, |V1(cb)− V0(cb)| = 0, L0 = {a, b, cb};
s = {bd}, Σ(bd) = {a}, Σu(bd) = {a},则

V1(bd) = ∞;

s = {bda},则

V1(bda) = 0, |V1(bda)− V0(bda)| = 0,

L0 = {a, b, cb, bda}.
当m = 1时,

s = {ε},

V2(ε) = 0.1c(1, a) + 0.7c(1, b) +

β max{V1(b), V1(a)} = 2.3,

|V2(ε)− V1(ε)| = 0, L1 = {ε, a, b, cb, bda};
s = {c},则

V2(c) = 0.6c(5, b) + βV1(cb) = 2.4,

|V2(c)− V1(c)| = 0, L1 = {ε, a, b, c, cb, bda},
故

K∗ = {ε, a, b, c, cb, bda},MC(K∗) =

{ε, a, b, c, cb},

f∗1 (s) =





{a, b}, s ∈ {a, b, cb, bda};
{a, b, c}, s ∈ {ε, c};
{a, b, c, d},其他,

及

f∗(s) =





{a, b}, s ∈ {a, b, cb};
{a, b, c}, s ∈ {ε, c};
{a, b, c, d},其他.

7 结结结论论论(Conclusion)
本文考虑了当控制任务是“软性”的时候,赋予

事件发生费用的最优控制问题.首先通过建立马氏
决策过程中的最优方程及最优监控器模型, 提出利
用迭代运算的方法获得在给定条件下非闭语言的极

大可控, ε-包含语言及其监控综合问题. 之后, 又通
过利用马氏决策过程中的策略迭代法, 给出了寻找
最优费用值与最优监控器的算法.
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