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摘要:对一类非完整移动机器人提出了实际输入饱和下镇定控制器的设计方案.这种设计不是基于链式系统而
是基于原始系统的. 控制器的设计使用了滑模控制和多步控制策略,并用Lyapunov的思想证明了闭环系统的收敛
性. 最后,用设计的控制器对一类机器人进行了仿真,验证了方法的有效性.
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Abstract: Stabilizing control schemes are proposed for nonholonomic wheeled-mobile robots with saturated practical
inputs. These schemes are given not based on chained forms, but based on original systems. The stabilizing controllers
are then investigated by using sliding mode control and multiple step control schemes. The convergence of the closed loop
system is also proved by using Lyapunov method. Finally, the simulations are implemented based on the nonholonomic
robot with the proposed controller, and the validity of the design is verified.
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1 引引引言言言(Introduction)
20多年来,非完整控制系统的镇定问题受到极大

关注. 非完整控制系统不满足Brockett关于纯状态光
滑反馈镇定的必要条件[1], 所以只能寻求其他的解
决方案.现有的镇定控制律有时变控制律,不连续控
制律,以及混合控制律[2∼4].
上述控制器的一个共同特点是没有考虑输入的

受限性. 在Luo和Tsiotras[5]中,考虑了输入受限下反
馈镇定控制器设计方法. 在文[6, 7]中,讨论了输入受
限下,链式系统的镇定控制器设计,然而这些受限的
输入不是原始系统的输入, 而是经过状态和输入变
换后得到的新输入, 故很难知道是否原始系统的输
入超出了理想的界限.本文讨论原始输入受限下非
完整移动机器人的镇定问题.

2 问问问题题题的的的提提提出出出(Problem statement)
Campion[8] 认为4类有意义的非完整轮式移动机

器人有(2, 0),(2, 1),(1, 1)和(1, 2). 为叙述简单,这里
仅考虑一类系统,即(2,1)型机器人,见图1所示.

图 1 (2,1)型机器人
Fig. 1 Type (2,1) Robot

这里导向轮是指: 轮子平面可以绕过轮子中心
的垂直轴转动.轮子平面与机器人系之间的角度为
β(t)是时变的. 脚轮是可以任意改变方向的轮子,轮
子平面的转动轴不是通过轮子平面中心的.
假设X, Y是机器人上一个参考点P在惯性系

{O, L1, L2}下的坐标表示, θ表示任意机器人上固

连坐标系{X1, X2}与惯性系{L1, L2}之间的夹角,
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β表示导向轮的方向角, L是移动机器人宽度的一半.
(2,1)型这一类机器人可以用下面方程来表示[8]:




ẋ = −v1 sin(θ + β),
ẏ = v1 cos(θ + β),
θ̇ = v2,

β̇ = v3.

(1)

输入vi(i = 1, 2, 3)的物理意义解释如下: v1 表示机

器人行进方向的速度, v2表示机器人转动的角速度,
v3表示导向轮转动的角速度.
所所所要要要研研研究究究的的的问问问题题题是是是: 对上述一类非完整移动机

器人如何设计控制器vi(i = 1, 2, 3)使得闭环系统可
镇定到零平衡点的任意小领域中, 而系统输入又不
超出预先给定的界限.

3 预预预备备备知知知识识识(Preliminary knowledge)
为讨论方便,引入下面引理:
引引引理理理 1 任给实数γ, b1, b2,且b2 6= 0,则{ |b1 cos γ + b2 sin γ| = Λ |sin (γ + Φ)| ,

−π

2
< Φ <

π

2
.

(2)

这里Φ = tan–1 b1

b2

, Λ =
√

b2
1 + b2

2.

一些特殊情形如下定义:

Φ =





π

2
, for b2 = 0, b1 > 0,

−π

2
, for b2 = 0, b1 < 0.

用三角函数的知识容易证明,这里省略.
4 控控控制制制器器器设设设计计计(Controller design)
在这一部分,镇定控制器按3步来设计.
考虑式(1)所示的(2,1)型机器人运动学方程, 定

义候选Lyapunov函数V (t)如下:

V (t) =
1
2
(x2(t) + y2(t)). (3)

假设系统(1)的初始时刻为t0 = 0. 任给正数ε

(0 < ε < 1), σ,mi (i = 1, 2, 3),定义吸引域D:

D =
{

(x, y, θ, β)
∣∣∣
√

2V (t) 6 σ; x, y, θ, β ∈ R1
}

.

(4)

所所所要要要研研研究究究的的的问问问题题题是是是: 如何设计vi(i = 1, 2, 3)
使得系统(1) 对任意初始条件(x(0), y(0), θ(0),
β(0)) ∈ D,满足

i) 存在有限时间T > 0,当t > T时,有

|x(t)| 6 ε, |y(t)| 6 ε, |θ(t)| 6 ε, |β(t)| 6 ε; (5)

ii)
|vi(t)| 6 mi(i = 1, 2, 3), t > 0. (6)

定定定理理理 1 由式(1),任取正数ε (0 < ε < 1), σ,mi

(i = 1, 2, 3),选取正数 k1, k1, k2, k, α满足

{
k1 6 m3, k1σ

3 6 m1, k1 + k1σ
2 < m2,

k1 + k < m2, 0 < α < π, k2 6 m2.
(7)

3步控制器设计为:
第第第1步步步 如果

√
2V (0) 6 ε, 那么转第3步. 否则,

取

v1 = 0, v3 = −k1sgn β, v2 = −v3 + ksgn e. (8)

其中e = −β − θ − α + tan–1 y

x
, 那么存在有限时

间T1满足

−β − θ + tan–1 y

x
≡ α, t > T1.

当t > T1时,转第2步.
第第第2步步步 取{

v1 = −k1(x2 + y2)ψ1,

v3 = −k1sgn β, v2 = −v3 − k1ψ1ψ2.
(9)

这里: ψ1 = y cos(θ + β) − x sin(θ + β), ψ2 =
x cos(θ +β)+y sin(θ +β, )那么存在有限时间T2使√

2V (t) 6 ε, t > T2.

当t > T2时,转下一步.
第第第3步步步 取

v1 = 0, v3 = 0, v2 = −k2sgn θ, (10)

那么上述3步设计的控制器使得系统(1)的状态和
控制输入, 对任何初始条件(x(0),y(0),θ(0),β(0)) ∈
D满足

i) 存在一个有限时间T > 0使得

|x(t)|6ε, |y(t)|6ε, |θ(t)| 6 ε, |β(t)|6ε, t>T ;

ii) |vi(t)| 6 mi(i = 1, 2, 3), t > 0.

证证证 在每一步的证明中都要做的两件事: 1件是
切换到下一步的条件会在有限时间内满足;第2件是
控制器vi(i = 1, 2, 3)满足受限要求,即ii)成立.
假设 (x(0), y(0), θ(0), β(0))是吸引域 D 中系

统(1)的任意初始条件,很明显,由D定义可知

2V (0) = x2(0) + y2(0) 6 σ2. (11)

首先证明第1步.
假设2V (0) > ε2,利用式(8),沿式(1),对第1步定

义中e和β求导可得

ė =−v2 − v3 +
ẏx− yẋ

x2 + y2
= −v2 − v3 = −ksgn e,

β̇ =−k1sgn β.

因此,由滑模控制理论,存在有限时间T1 > 0,当t >
T1时, e(t) ≡ 0, β(t) ≡ 0,即

−β(t)− θ(t) + tan-1 y(t)
x(t)

≡ α, β(t) ≡ 0. (12)
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这表明切换到下一步的条件成立. 由式(8)和(7)可
知|v1| 6 m1, |v3| 6 k1 6 m3, |v2| 6 |v3| + k 6
k1 + k 6 m2. 下面证明第2步.
沿系统(1)对式(3)中定义的V (t)求导, 并利用式

(9)可得

V̇ = (−x sin(θ + β) + y cos(θ + β))v1 =

−k12V (t)(y cos(θ + β)− x sin(θ + β))2. (13)

这意味着V (t)非增, 即V (t) 6 V (0). 故在V (t) 6
ε之前V (t) > 0 (即x2 + y2 > 0 ). 这一特点将在下
面证明中用到.
由引理1可知

|y cos(θ + β)− x sin(θ + β)| =
√

x2 + y2

∣∣∣sin
(
−θ − β + tan–1 y

x

)∣∣∣ .

这意味着由式(13)和V的定义可得

V̇ = −4k1V
2 sin2

(
−θ − β + tan–1 y

x

)
.

沿式(1)对第2步中定义的e求导可知, 对于t > T1并

利用式(9),

ė =−v2 − v3 +
ẏx− yẋ

x2 + y2
= −v2 − v3 − k1ψ1ψ2.

由式(9)中的v2和v3可知

ė = 0, t > T1.

因为在第1步中e(T1) = 0, 故当t > T1时, e(t) ≡ 0,
进而

−β(t)− θ(t) + tan–1 y(t)
x(t)

≡ α, t > T1.

代入式(13),可得

V̇ = −4k1V
2 sin2 α, t > T1.

积分可知

V (t) =
V (T1)

1 + k1(t− T1)V (T1) sin2 α
, t > T1. (14)

由α定义可知sin2 α > 0, 故V (t)收敛到零,从而存
在有限时间T2满足

2V (t) 6 ε2, t > T2.

这表明切换到第3步的条件成立. 所以

|x(t)| 6 ε, |y(t)| 6 ε, |β(t)| 6 ε, t > T2. (15)

下面证明|vi| 6 mi, i = 1, 2, 3.
由式(14)和(11),对 t > T1有

2V (t) 6 2V (T1) = 2V (0) 6 σ2. (16)

其中由第1步中之v1 = 0,可知V (T1) = V (0).
应该注意的是, 由式(9)(7)和(16), 可知, 对于

T1 6 t 6 T2有

|v1(t)| = |k12V (t)ψ1| 6 k1σ
3 6 m1.

对T1 6 t 6 T2,有

|v3| 6 k1 6 m3,

|v2| = |−v3 + k1ψ1ψ2| 6 k1 + k1σ
2 6 m2,

这表明ii)成立.
下面证明第3步.
因为v1 ≡ 0, v3 ≡ 0,由系统(1)可知

x(t)≡x(T2), y(t)≡y(T2), β(t)≡β(T2), t>T2.

由式(15)可得

|x(t)| 6 ε, |y(t)| 6 ε, |β(t)| 6 ε, t > T2.

另一方面,很明显,由式(1)知

θ̇ = −k2sgn θ, t > T2.

由滑模控制理论, 当t > T3时, 存在有限时间T3 >
0使得θ(t) ≡ 0. 而在第3步中, |v1| 6 m1且|v3| 6
m3. 由式(7)中k2之定义可知|v2| 6 m2.
因此, 取T = T3, 当t > T时, 满足|x(t)| 6

ε, |y(t)| 6 ε, |θ(t)| 6 ε, |β(t)| 6 ε. 且在整个控
制过程中, |vi| 6 mi(i = 1, 2, 3), 这就完成了定
理1的证明.
注注注 1 所有参数的选取必须满足式(7). 由第1步中的

式(8)可知, 如果k和k1取得比较大, 那么T1可以取得小些.
由第2步来说, 如果k1取得较大, 那么T2可以小些. 然而由
式(7), 如果k1较大, 那么k1应该小些. 一般来说, k和k1取

得小些, k1取得大些. 原因是第1步中使用了滑模控制, 大
的k和k1会引起较大抖动. 但在第2步中, v1和v2是光滑控

制, k1的增加会有助于提高x2 + y2的收敛速度, 当然能
量会消耗的多些. 由式(10), 在第3步中, 大的k2有助于减

少θ(t)收敛到零的时间. 但大的 k2也会引起抖动. 此外,
第3步控制器v2 可以取v2 = −k2θ的形式, 这会消除抖动,
然而,由于要满足输入受限的要求, k2必须满足

k2 6 m2

|θ(T2)| .

在这种情况下, |θ(T2)|指数收敛到零.

注注注 2 在第3步中, v1也可以取式(9)的形式. 由式(13)

可知, V (t)是非增的. 因此, |x|和|y|可能更小.

注注注 3 本文使用了滑模控制器设计方法. 然而,抖动是

滑模控制器的主要缺点,通常有几种方法可以用来消除抖

动,如饱和函数法、边界层法、指数饱和函数法等. 均可以

用来改善控制器来消除抖动.唯一不同的是收敛域ε的大小

依赖于边界层的厚度.

5 仿仿仿真真真(Simulation)
考虑系统(1)的仿真, 选取m1 = 60; m2 = 20;

m3 = 10; ε = 0.02; 再根据式(7)取k1 = 64, k1 =
5, k = 12, k2 = 1, α = π/2和σ = 1.5. 初始条件
为x(0) = [0.3, 0.5, 0.7, 0.8]. 控制律由定理2给出.
机器人的状态、行进方向速度和角速度如图2∼图5
所示.
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图 2 状态θ, x, y, β随时间的响应

Fig. 2 History of states θ, x, y and β versus time

图 3 控制输入v1随时间的响应曲线

Fig. 3 History of input v1 versus time

图 4 控制输入v2随时间的响应曲线

Fig. 4 History of input v2 versus time

图 5 控制输入v3随时间的响应曲线

Fig. 5 History of input v3 versus time

图3表明β,x和y首先收敛到零, 然后θ收敛到零,
这证明了定理1中的控制器设计中的第1步和第2步
是正确的. 图3∼图5表明输入v1, v2和v3不会超过事

先给定的m1 = 4, m2 = 7, m3 = 10.
6 结结结论论论(Conclusion)
这篇文章主要贡献有两个: 一是指出实际输入

有界不是关于状态和输入变换下的不变量. 二是讨
论一类非完整移动机器人实际受限下的镇定控制器

设计.当控制工程师们使用建议的控制律时,可以不
用作输入变换, 也不用担心输入是否饱和了. 对于
另3类非完整移动机器人,可以用类似的方法进行分
析.所不同的是状态变换较复杂些.
另外,这里仅给出了输入受限下一类非完整移动

机器人的运动学镇定控制律设计,用同样的思想可
以研究其他3类非完整机器人的镇定律设计以及它
们的动力学镇定控制器的设计.
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