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摘要:研究非线性奇异系统的受控不变分布问题.讨论了非线性奇异系统的受控不变分布算法与该系统经过状
态反馈转化为正常非线性系统的受控不变分布算法的关系.得到了在一定条件下,正则非线性奇异系统的受控不变
分布算法与该系统经过状态反馈转化为正常非线性系统的受控不变分布算法的一致性. 并给出一个例子说明本文
的结果.
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Controlled distributions of affine nonlinear singular systems
WANG Wen-tao

(College of Science, Shenyang University of Technology, Shenyang Liaoning 110023, China)

Abstract: Problems of controlled invariant distributions of affine nonlinear singular systems are studied in this paper.
The relations of the algorithms of controlled invariant distribution for the nonlinear singular systems and the nonlinear
systems obtained by imposing the state feedback to the nonlinear singular systems are discussed. The coincidence of the
algorithms of controlled invariant distribution for the nonlinear singular systems and the nonlinear systems obtained by
imposing the state feedback to the nonlinear singular systems are proved. An example is provided to illustrate the results
of the paper.
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1 引引引言言言 (Introduction)
在线性系统理论中,不变子空间的概念起着重要

作用. 在非线性系统理论中, 不变分布概念起着与
不变子空间的概念在线性系统理论中相同的作用[1].
自20世纪70年代, 奇异系统的研究受到众多学者的
关注, 而且,围绕线性奇异系统,已形成了与线性系
统相平行的理论体系[2]. 但是, 对于非线性奇异系
统的研究进展缓慢, 主要是在系统的可解性方面有
些探讨. 近十年, 受非线性系统微分几何理论的推
动,非线性奇异系统的研究取得了一些进展,主要包
括完全线性化[3]、输入输出解耦[4]、干扰解耦[5]、输

出跟踪和稳定化等[6,7]. 最近, 非线性奇异系统的
受控不变分布和能控性子分布的概念被提出,并给
出了两个分布的算法, 两个分布的一些性质也被讨
论[8,9]．

本文将对非线性奇异系统的受控不变分布做进

一步的讨论.主要讨论正则的非线性奇异系统的受
控不变分布算法与该系统经过适当的反馈转化为正

常非线性系统时受控不变分布算法的关系,即两个
算法的一致性问题,为进一步利用受控不变分布来
讨论系统的综合控制问题奠定一些理论基础.
2 系系系统统统的的的受受受控控控不不不变变变分分分布布布(Controlled invariant

distribution)
考虑仿射的非线性奇异控制系统




ẋ = f1(x) + p1(x)z + g1(x)u,

0 = f2(x) + p2(x)z + g2(x)u,

y = h(x).

(1)

其中: x ∈ Rn是微分变量, z ∈ Rs 是代数变量,
u ∈ Rm为输入, pi(x)和gi(x)(i = 1, 2)分别为有
适当阶数的光滑的矩阵值函数, f1(x)和f2(x)分别
为n维和s维光滑的向量值函数, y = h(x) ∈ Rm 是

系统输出.
考虑状态反馈

u = α(x) + β(x)v + γ(x)z, (2)

其中β(x)在区域U上非奇异．实施状态反馈(2), 系
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统(1)转化为



ẋ = f1(x) + g1(x)α(x) + [p1(x)+

g1(x)γ(x)]z + g1(x)β(x)v,

0 = f2(x) + g2(x)α(x) + [p2(x)+

g2(x)γ(x)]z + g2(x)β(x)v,

y = h(x).

(3)

记
f̃1(x) = f1(x) + g1(x)α(x),

p̃1(x) = p1(x) + g1(x)γ(x),

g̃1(x) = g1(x)β(x).

根据文献[8],一个分布∆被称为在区域U上为受

控不变的, 如果在区域U上存在反馈律(α, β, γ)使
得∆是关于向量场f̃1, p̃1, g̃1的不变分布, 即对于所
有x ∈ U ,

[f̃1,∆](x) ⊂ ∆(x), [p̃1,∆](x) ⊂ ∆(x),

[g̃1,∆](x) ⊂ ∆(x).

如果反馈律(α, β, γ)只定义于x0 ∈ U的某邻域内,
则∆称为该系统在U上的一个局部受控不变分布．

3 包包包含含含在在在系系系统统统输输输出出出核核核内内内的的的最最最大大大受受受控控控不不不变变变分分分

布布布 (Largest controlled invariant distribution
contained in ker (dh) )
对于系统(1),在文献[8]中,给出一个包含在系统

输出核内最大受控不变分布的算法,其结构如下:
第第第0步步步 建立Ω0 = span{dh};
第第第k步步步 建立

Ωk = Ωk−1 + Lf1(Ωk−1

⋂
G⊥

1 ) +
s∑

i=1

Lp1i
(Ωk−1

⋂
G⊥

1 ) +

m∑
j=1

Lg1j
(Ωk−1

⋂
G⊥

1 ). (4)

其中: G1 = span{g11, g12, · · · , g1m}, g1i, 1 6 i 6
m,由系统(1)定义．
设系统(1)正则,即矩阵[p2(x) g2(x)]行满秩. 这

样,存在矩阵γ(x)使得p2(x) + g2(x)γ(x)非奇异.因
此,从系统(1)的第2个方程, z能被唯一解出,即

z = −[p2(x) + g2(x)γ(x)]−1[f2(x) +

g2(x)α(x) + g2(x)β(x)v]. (5)

将式(5)代入系统(1)的第1个方程,得{
ẋ = f(x) + g(x)α(x) + g(x)β(x)v,

y = h(x).
(6)

其中:

f(x) = f1(x) + [p1(x) + g1(x)γ(x)][p2(x) +

g2(x)γ(x)]−1f2(x), (7)

g(x) = g1(x) + [p1(x) + g1(x)γ(x)][p2(x) +

g2(x)γ(x)]−1g2(x). (8)

容易看出系统(6)可以由系统{
ẋ = f(x) + g(x)w,

y = h(x),
(9)

通过实施反馈w = α(x) + β(x)v而得到．令

G2 = span{g1, g2, · · · , gm},
其中gi, 1 6 i 6 n,由式(8)定义．记

W (x) =

[
p2(x) g2(x)
p1(x) g1(x)

]
.

根据文献 [8]的引理 3.2, 如果矩阵 W (x) 的秩
R(W )=min{s+m, s+n},且p1i∈G1, i=1, 2, · · · ,

s,则G1 = G2．

参见文献[1], 系统(9)的包含在输出核内的最大
受控不变分布由下面的算法确定:
第第第0步步步 建立Ω0 = span{dh};
第第第k步步步 建立

Ωk = Ωk−1 + Lf (Ωk−1

⋂
G⊥

2 ) +
m∑

j=1

Lgj
(Ωk−1

⋂
G⊥

2 ), (10)

其中f和gj , j = 1, 2, · · · ,m,由式(7)(8)确定．
关于系统(1)和系统(9),有下面的结论:
定定定理理理 1 如果W (x)的秩R(W ) = min{s + m,

s+n},且p1i ∈ G1, i = 1, 2, · · · , s,则关于系统(1)的
算法(4)与关于系统(9)的算法(10)产生同样的分布.
证证证 首先根据定理条件, G1 = G2,因此得G⊥

1 =
G⊥

2 . 再考虑由式(7)(8)确定f和g的结构,有

f(x) = f1(x) + p1(x)λ(x) + g1(x)µ(x),

g(x) = g1(x) + p1(x)η(x) + g1(x)δ(x).

其中λ(x), µ(x), η(x)和δ(x)为具有相应阶数的矩阵
值函数. 再根据李导数的性质,对于向量场τ ,余向量
场ω和标量函数λ,有

Lλτω = (Lτω)λ + 〈ω, τ〉dλ.

如果ω是Ωk−1

⋂
G⊥

2中的余向量场,则

Lfω = Lf1ω +
s∑

j=1

[(Lp1j
ω)λj + 〈ω, p1j〉dλj] +

m∑
i=1

[(Lg1i
ω)µj + 〈ω, g1i〉dµi],

Lgi
ω = Lg1i

ω +
s∑

j=1

[(Lp1j
ω)ηji + 〈ω, p1j〉dηji]+
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m∑

l=1

[(Lg1l
ω)δli + 〈ω, g1l〉dδli].

因为ω ∈G⊥
2 ,得ω ∈G⊥

1 ,因此〈ω, p1j〉= 0, 〈ω, g1i〉=
0 , 〈ω, g1l〉 = 0,从而

Lfω = Lf1ω +
s∑

j=1

(Lp1j
ω)λj +

m∑
i=1

(Lg1i
ω)µj,

Lgi
ω = Lg1i

ω +
s∑

j=1

(Lp1j
ω)ηji +

m∑
l=1

(Lg1l
ω)δli.

由此可以看出

Ωk−1+Lf (Ωk−1

⋂
G⊥

2 )+
m∑

j=1

Lgj
(Ωk−1

⋂
G⊥

2 )⊂

Ωk−1 + Lf1(Ωk−1

⋂
G⊥

1 ) +
s∑

j=1

Lp1j
(Ωk−1

⋂
G⊥

1 ) +
m∑

i=1

Lg1i
(Ωk−1

⋂
G⊥

1 ).

再根据定理条件, G2 = G1, p1i ∈ G1, i =
1, 2, · · · , s及式(7)(8), 可得存在适当的矩阵θ(x),
υ(x)与ρ(x)使得

f1(x) = f(x) + g(x)θ(x), p1(x) = g(x)υ(x),

g1(x) = g(x)ρ(x).

采用与前面相同的论证过程,可得

Ωk−1 + Lf1(Ωk−1

⋂
G⊥

1 ) +
s∑

j=1

Lp1j
(Ωk−1

⋂
G⊥

1 ) +

m∑
i=1

Lg1i
(Ωk−1

⋂
G⊥

1 ) ⊂ Ωk−1 +

Lf (Ωk−1

⋂
G⊥

2 ) +
m∑

j=1

Lgj
(Ωk−1

⋂
G⊥

2 ).

因此,算法(4)与算法(10)产生同样的分布．
证毕.

4 一一一个个个例例例子子子 (An example)
考虑一个定义在R5上两个输入、两个输出的非

线性奇异系统,代数约束维数 s = 1 ,其结构元素为
f1(x) =

[
x2 0 x1x4 x2

3 x1

]T
,

p11(x) =
[
1 x3 1 x1 1

]T
,

g11(x) =
[
1 x3 0 0 1

]T
,

g12(x) =
[
0 0 1 x1 0

]T
,

f2(x) = x2, p21(x) = 0, g21(x) = 1,

g22(x) = 0, h1(x) = x1, h2(x) = x2.

可以验证系统满足定理1的条件. 首先, 由算法(4),
参见文献[8],有

W0 =
[
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0

]
, A0 =

[
1 0
x3 0

]
.

这样, σ0 = 2, ρ0 = 1,能选择S0 = [−x3 1],因此有

Ω0

⋂
G⊥

1 = span{S0W0(x)} = span{ω},
其中ω = (−x3 1 0 0 0).由简单计算可得

Lf1ω = (−x1x4 − x3 0 0 0),

Lp11ω = (−1 1 0 0 0),

Lg11ω = (0 0 1 0 0),

Lg12ω = (−1 0 0 0 0).

这样,作为Ω1的基,可选择W1(x)为

W1(x) =




1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0


 ,

因此

A1(x) = W1(x)G1(x) =
[
1 x3 0
0 0 1

]T

.

这说明对所有x, ρ1 = 2, 算法结束. 因此, Ωk∗由

W1(x)的行生成,且

(Ωk∗)⊥ = ker(W1) = span

{
[0 0 0 1 0]T

[0 0 0 0 1]T

}
.

下面利用状态反馈将系统转化为非线性系统.选
择反馈u = γ(x)z + v,其中γ(x) = [−1 0]T.可验
证[p2(x) + g2(x)γ(x)] = −1为非奇异.由于

f(x) = f1(x) + [ p1(x) + g1(x)γ(x)][ p2(x) +

g2(x)γ(x)]−1f2(x) =

[x2 0 x1x4 − x2 x2
3 − x1x2 x1]T,

g(x) = g1(x) + [ p1(x) + g1(x)γ(x)][ p2(x) +

g2(x)γ(x)]−1g2(x) =
[
1 x3 − 1 − x1 1
0 0 1 x1 0

]T

.

根据算法(10),参见文献[1],有

W0 =
[
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0

]
, A0 =

[
1 0
x3 0

]
.

这样, σ0 = 2, ρ0 = 1,能选择S0 = [−x3 1],因此有

Ω0

⋂
G⊥

2 = span{S0W0(x)} = span{ω}.
其中ω = (−x3 1 0 0 0).由简单计算可得

Lfω = (−x1x4 − x2 − x3 0 0 0),

Lg1ω = (0 0 1 0 0), Lg2ω = (−1 0 0 0 0).

这样,作为Ω1的基,可选择W1(x)为

W1(x) =




1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0


 ,
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因此

A1(x) = W1(x)G2(x) =
[
1 x3 −1
0 0 1

]T

,

这说明对所有 x , ρ1 = 2 , 算法结束. 事实上, 建
立S1 = [−x3 1 0],容易发现

S1(x)W1(x) = S0(x)W0(x) = ω,

这蕴涵

Lf (Ω1

⋂
G⊥

2 ) ⊂ Ω1, Lg1(Ω1

⋂
G⊥

2 ) ⊂ Ω1,

Lg2(Ω1

⋂
G⊥

2 ) ⊂ Ω1,

即k∗ = 1.因此, Ωk∗由W1(x)的行生成,且

(Ωk∗)⊥ = ker(W1) = span

{
[0 0 0 1 0]T

[0 0 0 0 1]T

}
.

由此,关于非线性奇异系统的算法(4)与关于一般非
线性系统的算法(10)产生同样的分布．
5 结结结论论论(Conclusion)
通过本文的讨论可知道: 在一定条件下,利用文

献[8]中所提出的非线性奇异系统的受控不变分布
算法所得到的分布,也是将非线性奇异系统经过状
态反馈转化为正常非线性系统的受控不变分布.由
于文献[8]中所提出的非线性奇异系统的受控不变
分布算法仅依赖于构成非线性奇异系统的原始要

素, 不含有构成状态反馈的不确定因子, 特别是仅
利用构成微分方程的结构因子可方便地获得该系统

的受控不变分布,这为进一步研究非线性奇异系统
的一些控制问题提供一些理论工具. 特别是为研究
非线性奇异系统的反馈系统(可能是正常非线性系
统)提供一些理论工具．
利用本文提出的非线性奇异系统的受控不变分

布理论, 可进一步研究系统的结构分解、输入输出
解耦、干扰解耦和输出跟踪等控制问题.
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