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摘要:针对离散非线性系统,利用神经网络非线性激励函数的局部线性表示,提出一种可用于非线性过程的神经
网络预测函数控制方法并给出了控制律的收敛性分析.该方法将复杂的神经网络非线性预测方程转化成直观而有
效的线性形式,同时利用线性预测函数方法求得解析的控制律,避免了复杂的非线性优化求解,仿真结果表明了算
法的有效性.
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Abstract: A neural network predictive functional control method and its convergence analysis for discrete nonlinear
systems are presented by using the local linearization of nonlinear activation functions. The method gives a direct and ef-
fective multi-step predicting method and uses linear methods to obtain the control law and avoids the complicated nonlinear
optimization. Simulation results are presented in the article showing the efficiency of this method.
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1 引引引言言言(Introduction)
预测函数控制(PFC)[1]最早由法国ADERSA公司

的Richalet与德国IITB公司的Kuntze等人于1986年
共同提出,并在机器人跟踪控制、导弹跟踪[2]、热焓

控制[3]等得到了成功的应用. 它在保持模型预测控
制优点的同时, 还使得所产生的控制输入更具有规
律性,并且可有效地减少计算工作量,从而适应了快
变过程对控制算法的要求. 关于线性系统的预测函
数控制,人们已经做了许多工作,建立了比较完善的
理论体系,并且日趋成熟.而对于非线性系统的预测
函数控制.由于缺乏有效的数学分析工具及建立精
确模型的困难,使得目前的非线性预测函数控制成
果不多. 近年来, 人们用神经网络对非线性系统进
行控制做了大量研究,也出现了许多神经网络预测
及预测函数控制算法[4∼9], 这些方法为神经网络非
线性预测控制的分析与综合问题提供了一个基本思

路. 但目前这些方法都还涉及到结构复杂、计算量
大以及需要非线性搜索求解等缺点. 研究表明,如何
利用较少神经网络设计能提供直观有效预测方程和

避免非线性求解的预测函数控制器仍然是一项十分

有意义的工作.
本文提出一种神经网络非线性预测函数控制方

法, 该方法仅用一个神经网络来综合非线性系统的
预测函数控制,充分考虑降低系统结构的复杂性和
减轻运算负担的需要.主要思路是利用非线性激励
函数的局部线性表示, 将非线性预测方程转化为一
系列简单直观的线性预测方程, 并利用线性预测函
数控制方法求取控制律,从而不需要复杂的非线性
优化搜索等求解方法并使控制律具有解析形式.
2 非非非线线线性性性系系系统统统的的的模模模型型型及及及其其其表表表示示示(Nonlinear

model and its treatment)
考虑以下被控系统:
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y(t) = f [y(t− 1), · · · , y(t− n),

u(t− d− 1), · · · , u(t− d−m)]. (1)

其中: n,m分别为时间序列{y(t)}, {u(t)}的阶次,
d + 1为系统的时滞.
该系统可以用3层BP神经网络表示为

y(t) = g{
I∑

i=1

w3(i)g[
m∑

j=1

w2(i, j)u(t− d− j) +

m+n∑
j=m+1

w2(i, j)y(t + m− j)]}. (2)

其中: w2(i, j), w3(i)(i = 1, · · · , I, j = 1, · · · ,m +
n)为层与层之间的连接权,输入结点为n + m个,隐
层结点为1个, g为激励函数:

g(x) =
1

1 + e−x
. (3)

命命命题题题 非线性系统(2)可以表示为如下的线性部
分与非线性部分组合的形式:

y(t) = a1y(t− 1) + · · ·+ any(t− n) +

b0u(t− d− 1) + · · ·+
bm−1u(t− d−m) + N + ε(θ(t)). (4)

其中:
a1 =

I∑
i=1

Miw2(i,m + 1)b0 =
I∑

i=1

Miw2(i, 1),

a2 =
I∑

i=1

Miw2(i,m + 2)b1 =
I∑

i=1

Miw2(i, 2),

...

an =
I∑

i=1

Miw2(i,m+n)bm−1 =
I∑

i=1

Miw2(i,m),

N =
I∑

i=1

w3(i)g′(s31)[g(s2i)− g′(s2i)s2i] +

g(s31)− g′(s31)s31,

ε(θ(t)) =
I∑

i=1

w3(i)g′(s31)ε2i(θ(t)) + ε1(θ(t)),

Mi = w3(i)g′(s31)g′(s2i),

s31, s2i (i = 1, 2, · · · , I)为非线性函数g的中心点.
θ(t)代表向量(y(t − 1), · · · , y(t − n), u(t − d −
1), · · · , u(t− d−m)).
证证证 对式(2)中的“g”进行处理,令

s3(t) =
I∑

i=1

w3(i)g[
m∑

j=1

w2(i, j)u(t− d− j) +

m+n∑
j=m+1

w2(i, j)y(t + m− j)], (5)

s2i(t) =
m∑

j=1

w2(i, j)u(t− d− j) +

m+n∑
j=m+1

w2(i, j)y(t + m− j), (6)

则有y(t) = g[s3(t)],利用泰勒展开,其中心点设
为s31,得到下式:

y(t) =

g(s31) + g′(s31)[s3(t)− s31] + ε1(θ(t)) =

g′(s31)s3(t) + g(s31)− g′(s31)s31 + ε1(θ(t)) =

g′(s31)
I∑

i=1

w3(i)g[s2i(t)] + g(s31)−
g′(s31)s31 + ε1(θ(t)). (7)

这里ε1是函数符号. 并且定义θ(t + i)为(y(t + i −
1), · · · , y(t + i− n), u(t + i− d− 1), · · · , u(t + i−
d − m)), 同理，对g[s2i(t)]也类似处理，设中心点
为s2i (i = 1, 2, · · · , I),则有

g[s2i(t)]=g(s2i)+g′(s2i)[s2i(t)−s2i]+ε2i(θ(t)).

(8)

其中ε2i(i = 1, 2, · · · , I)也是函数符号.
将式(8)代入式(7), 并将非线性部分ε1(θ(t)),

ε2i(θ(t))(i = 1, 2, · · · , I)合并成ε(θ(t))从而有

y(t) =
I∑

i=1

w3(i)g′(s31){g(s2i) + g′(s2i)[s2i(t)−
s2i]}+ g(s31)− g′(s31)s31 + ε(θ(t)) =
I∑

i=1

w3(i)g′(s31)g′(s2i)s2i(t) +

{
I∑

i=1

w3(i)g′(s31)[g(s2i)− g′(s2i)s2i] +

g(s31)− g′(s31)s31}+ ε(θ(t)), (9)

其中ε(θ(t))为非线性部分:

ε(θ(t)) =
I∑

i=1

w3(i)g′(s31)ε2i(θ(t)) + ε1(θ(t)).

(10)

为书写简便, 令式(9)中的第2项为N , 第1项中
的w3(i)g′(s31)g′(s2i)为Mi, 则可得到式(9)的等价
式:

y(t)=
I∑

i=1

Mis2i(t) + N + ε(θ(t)) =

I∑
i=1

Mi[
m∑

j=1

w2(i, j)u(t− d− j) +

m+n∑
j=m+1

w2(i, j)y(t−j+m)]+N+ε(θ(t)). (11)

把y(t)写成离散差分方程形式:
y(t) = a1y(t− 1) + · · ·+ any(t− n) +

b0u(t− d− 1) + · · ·+

bm−1u(t−d−m)+N+ε(θ(t)). (12)
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式(11)与式(12)对比系数得



a1 =
I∑

i=1

Miw2(i,m+1)b0 =
I∑

i=1

Miw2(i, 1),

a2 =
I∑

i=1

Miw2(i,m+2)b1 =
I∑

i=1

Miw2(i, 2),

...

an =
I∑

i=1

Miw2(i,m + n)bm−1 =

I∑
i=1

Miw2(i,m).

(13)

证毕.
3 控控控制制制系系系统统统设设设计计计(Controller design)
3.1 基基基于于于模模模型型型的的的预预预测测测输输输出出出(Predicted output)
注意到N在每个控制周期为某常数, 式(4)可写

为
y(t) = A1y(t− 1) + · · ·+ An+1y(t− n− 1) +

B1,0∆u(t− d− 1) + · · ·+
B1,m−1∆u(t− d−m) + ∆ε(θ(t)). (14)

其中: A1 = 1+a1, Ai = ai−ai−1 (i = 2, 3, · · · , n),
An+1 = −an, B1,i = bi (i = 0, 1, · · · ,m− 1).
将最优预测输出分成3部分: 一部分取决于过去

的输入和输出,用Ypast表示;另一部分取决于现在和
未来的输入,表为GU ; 第3部分为预测误差,包括非
线性误差E1和外界干扰引起的误差E2. 这里预测时
域和控制时域均为p, 其中E2也就是预测控制中的

反馈校正项,它包含p个y(t)− ŷ(t),因此得到
Y = Ypast + GU + E1 + E2. (15)

其中:
Y = (y(t + d + 1)/t, · · · , y(t + d + p)/t))T,

Ypast = (ypast(t + d + 1), · · · , ypast(t + d + p))T,

U = (∆u(t),∆u(t + 1), · · · ,∆u(t + p− 1))T,

E1 = (ε(θ(t + 1)), ε(θ(t + 2)), · · · , ε(θ(t + p)))T,

E2 = (y(t)− ŷ(t), y(t)− ŷ(t), · · · , y(t)− ŷ(t))T,

G =




B1,0

B2,0 B1,0

...
...

0

Bp,0 Bp−1,0 · · · B1,0




.

其中: y(t)为实际输出, ŷ(t)为神经网络模型输出.由
于Ypast是系统的自由输出,因此它可由其神经网络
模型计算.而G中的元素计算如下:

B1,0 = b0,

Bk,0 = bk−1 +
k−1∑
j=1

AjBk−j,0, k = 2, · · · , p. (16)

3.2 系系系统统统控控控制制制律律律求求求取取取(Control law)
与其他的预测控制算法不同的是,预测函数控制

认为控制量与一组相应于过程特性和跟踪设定值的

基函数有关,是基函数的线性组合,即

u(t + i) =
M∑

j=1

µj(k)fj(i). (17)

其中: µj(k)为基函数线性组合的权系数, fj(i)为基
函数在第i个采样周期的取值, M为基函数的阶数,
依据跟踪设定值和过程模型确定.
取参考轨迹为



yr(t + d) = y(t),

yr(t + d + k) = αky(t) + (1− αk)ys,

k = 1, 2, · · · , p− 1.

(18)

其中: α为输出柔化系数, ys为设定值.另外,在多步
预测情况下,分别设参考轨迹向量和目标函数为{

Yr =(yr(t+d+1), · · · , yr(t+d+p))T,

J =min{(Yr−Y )T(Yr−Y )+β2UTU}. (19)

其中β2为加权项.为适应多步预测控制算法的要求,
当预测步长取为p,并且有u(t) = u(t + 1) = · · · =
u(t + p− 1)时,结合式(17)求解性能指标(19)可得控
制律:

∆u(t)=G′T(Yr−Ypast − E1 − E2)/(G′TG′+β2).

其中G′ = [B1,0, B2,0, · · · , Bp,0]T, 不失一般性并为
后续分析简便,本文选取式(19)的简化形式如下:

J ′=min(yr(t + d + p)−y(t + d + p)/t)2. (20)

结合式(17)求解性能指标(20)可得控制律

∆u(t)−(yr(t+d+p)−ypast(t+d+p)−
ε(θ(t + p))− y(t) + ŷ(t)/Bp,0),

u(t) = µ1 = u(t− 1) + ∆u(t).

由于系统为非线性的,因此ε(θ(t + p))是未知的,
本文采取迭代递推求取控制律,算法为



ε(θ(t + p))0 = 0,

∆u(t)0 = (yr(t + d + p)− ypast(t+

d + p)− ε(θ(t + p))0 − y(t)+

ŷ(t))/Bp,0,

ε(θ(t + p))k+1 = ε(θ(t + p))k + δ(k)(yk
m(t+

d + p)− yk(t + d + p)),

∆u(t)k+1 = (yr(t + d + p)− ypast(t + d+

p)− ε(θ(t + p))k+1 − y(t)+

ŷ(t))/Bp,0.

(21)
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其中: ε(θ(t + p))0为ε(θ(t + p))的初始值, ∆u(t)0

为∆u(t)的初始值, 上标k代表各分量第k步的值.
而yk

m(t + d + p)为求出的∆u(t)k代入神经网络模

型而求出的输出, δ(k)为收敛因子,它是正标量递减
序列, δ(k) ∈ (0, 1), lim

k→∞
δ(k) = 0. 适当选取δ(k)

上述递推可以很快收敛, 通常取δ(k) = 1/k. 当
yk

m(t + d + p) = y(t + d + p)时,求出的∆u(t)k即为

最优控制律.实际上若‖ε(θ(t+p))k+1−ε(θ(t+p))k‖
足够小，则即可认为∆u(t)k为控制律.
现将本文算法归纳如下:
1) 用输入输出样本对神经网络进行一段时间的

离线训练,得到权值的初值.
2) 读取系统输出y(t),辨识网络的权值.
3) 利用第2节的方法重新表示系统.
4) 计算系统的自由输出Ypast.
5) 用式(18)计算参考轨迹.
6) 用式(21)求取控制量,进行控制.
7) 返回到第2)步.

4 收收收敛敛敛性性性分分分析析析(Convergence analysis)
由式(21), 对充分大的k来说, δ(k)将任意小, 为

此, ε(θ(t + p))k, ∆u(t)k的变化都将越来越小, 这
可从式(21)的第3,4式看出, 当ε(θ(t + p))k收敛于真

值ε̄时, yk(t + d + p)将收敛于yk
m(t + d + p),从而得

到最优控制律.因此本节从分析ε(θ(t + p))k的收敛

性入手,若ε(θ(t + p))k收敛于真值ε̄,则由上面的分
析可知,最优控制律的求解是收敛的. 本文控制律的
收敛性可以借助伴随微分方程的稳定性质来确定.
引引引理理理[10] 对于以下递推算法{
α(k) = a(k − 1) + δ(k)Q(k, α(k − 1), Φ(k)),

Φ(k)=A(α(k−1))Φ(k−1)+B(α(k−1))e(k).
(22)

式中: α(k)称为“估计量”,并定义Ds = {α|A(α)
的所有特征值都严格在单位圆内, DR是Ds的一个

连通开子集, 在子集DR 上, 式(22)中的函数满足以
下正则条件C1)∼C5):

C1) 函数Q(k, α, Φ)在(ᾱ, Φ̄)附近关于α和Φ是

Lipschitz连续的, 其中ᾱ ∈ DR, Φ̄是任意的; 且关
于α和Φ是连续可微的.

C2) 对ᾱ ∈ DR, 矩阵函数A(α), B(α)关于α是

Lipschitz连续的.
C3) {e(k)}是个独立的随机向量序列, 它使

得 lim
k→∞

E{Q(k, ᾱ, Φ(k, ᾱ))} → f∗(α); ∀ᾱ ∈ DR. 其

中Φ(k, ᾱ)由下式定义:{
Φ(k, ᾱ) = A(ᾱ)Φ(k − 1, ᾱ) + B(ᾱ)e(k),

Φ(0, ᾱ) = 0.

C4)
∞∑

k=1

δ(k) = ∞,
∞∑

k=1

[δ(k)]p < ∞, (p > 1).

C5) δ(k)是正标量递减序列, lim
k→∞

δ(k) = 0,

lim
k→∞

sup[
1

δ(k − 1)
− 1

δ(k)
] < ∞.

如果对估计量ᾱ ∈ DR的任何可能值能够定义平

稳随机函数Q(k, ᾱ, Φ(k, ᾱ)),则式(22)算法的伴随微
分方程为

d
dτ

αD(τ) = f∗(αD(τ)). (23)

其中τ为伪时间, τ =
k∑

i=1

δ(k),而

f = lim
k→∞

E{Q(k, δ̄, Φ(k, ᾱ))}. (24)

若方程(23)存在一个正函数V (αD),使得



d
dτ

V (αD) 6 0,∀αD ∈ DA,

d
dτ

V (αD) = 0,∀αD ∈ DC , DC ∈ DA,

(25)

则当k → ∞时, α(k)以概率1趋于不变集DC , 即
α(k) w.p.1−−−→

k→∞DC . 同时,如果α∗ 是微分方程(23)的整体
渐近稳定平衡点,则当k → ∞时, α(k)又以概率1收
敛于α∗,也就是α(k) w.p.1−−−→

k→∞α∗.
定定定理理理 1 对于非线性系统(1), 如果将其神经

网络模型式(2)表示为式(4)的形式, 控制器设计为
式(21)的形式,控制器设计参数δ(k)是正标量递减序
列,且δ(k) ∈ (0, 1), lim

k→∞
δ(k) = 0. 则系统的预测函

数控制律是收敛的.
证证证 1) 本文的递推算法.
由式(21)及式(15)得

ε(θ(t + p))k+1 =

ε(θ(t + p))k + δ(k)(yk
m(t + d + p)−

ypast(t + d + p)−Bp,0∆u(t)k −
ε(θ(t + p))− y(t) + ŷ(t)). (26)

考虑到在当前递推步下: yk
m(t+ d+ p), ypast(t+

d + p), ∆u(t)k, ŷ(t) − y(t)均为常量, 并合并其中
的ε(θ(t + p))k得到

ε(θ(t + p))k+1 =

Fε(θ(t + p))k + δ(k)(yk
m(t + d + p)−

ypast(t + d + p)−Bp,0∆u(t)k − y(t) + ŷ(t)) =

Fε(θ(t + p))k + D, (27)

其中D, F为常数:

D = δ(k)(yk
m(t + d + p)− ypast(t + d + p)−

Bp,0∆u(t)k − y(t) + ŷ(t)),

F = 1− δ(k). (28)
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而当拟合点为多个时, D, F分别变为相应拟合点个

数的矩阵.
2) 正则条件分析.
首先定义Ds={F |F的所有特征值都严格在单位

圆内}. 根据F的特点可知

λk(F ) = 1− δ(k) < 1. (29)

可见DS为全平面, 即DR = DS = Rn. 其次, 由
式(27)及δ(k) = 1/k, 条件C1)∼C5)均可满足. 于是,
式(27)的伴随微分方程为

dεD(τ)
dτ

= f∗(εD(τ)) =

lim
k→∞

E{yk
m(t+d+p)−ypast(t+d+p)−

Bp,0∆u(t)k−εD(τ)−y(t)+ŷ(t)}, (30)

而
yk

m(t + d + p) =

ypast(t + d + p) + Bp,0∆u(t)k + ε̄ + y(t)− ŷ(t),

进而有

f∗(εD(τ)) = ε̄− εD(τ). (31)

式中ε̄为ε(θ(t + p))的真值.
设ε∗D是微分方程(31)的平衡点,则有

ε∗D = ε̄. (32)

3) 稳定性分析.
取微分方程(31)的Lyapunov函数

V (εD) =
1
2
(ε̄− εD)2 > 0, (33)

则
d
dτ

V (εD) = (ε̄− εD)
d
dτ

(ε̄− εD) =

−(ε̄− εD)2 6 0, ∀εD, (34)

且
d
dτ

V (εD) = 0, εD = ε∗D = ε̄. (35)

可见,微分方程存在不变集DC = {ε̄},而吸收域
为全平面,则由引理知ε(θ(t + p))k 收敛于ε̄. 这就说
明了控制律是收敛的.
证毕.

5 仿仿仿真真真研研研究究究(Simulation study)
设被控对象的真实模型为

y(t) =
0.91y(t− 1) + u(t− 5)

1 + u(t− 6)
+ e(t)/∆.

仿真是在MATLAB6.5环境下编程实现, 整个仿
真过程依上面的7个步骤进行: 首先用输入输出样
本对神经网络进行一段时间的离线训练, 得到权
值的初值. 然后依次执行步骤2)∼7). 仿真研究给
出了本文方法与一般PFC方法控制该对象的对比

结果, 图1为一般PFC的仿真结果, 图2为本文方法
的结果. 其中: 设定值取为ys = 0.5, 控制参数选
为p = 5, β2 = 1, α = 0.65, e(t)是– 0.01至0.01均匀
分布的独立的随机数. 神经网络结构取为3–5–1. 而
一般PFC采用模型

y(t) = a1y(t− 1) + b1u(t− 5) + b2u(t− 6)

来描述该非线性对象,用递推最小二乘法来辨识模
型的参数a1, b1, b2. 可见, 一般的PFC方法没有实现
很好的控制, 控制过程中震荡相对剧烈、超调量大
一些,最终有一定的余差. 而本文方法的效果不错.

图 1 一般PFC的仿真结果

Fig. 1 Output of predictive functional control

图 2 本文方法的仿真结果

Fig. 2 Output of the proposed method

6 结结结论论论(Conclusions)
本文将神经网络模型应用于预测函数控制, 提

出了一种非线性预测函数控制算法, 该方法充分考
虑了降低结构复杂性、减轻运算负担的要求, 用一
个神经网络给出了直观有效的线性预测方程形式,
不需要非线性求解控制律.经仿真证明该方法是有
效的.
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