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摘要:研究随机Rayleigh振子的首次穿越和最优控制问题.利用随机平均法给出了系统运动方程的随机平均微分
方程,并对平均方程建立了条件可靠性函数的后向Kolmogorov方程,得出相应的首次穿越条件概率密度函数,并利
用Lyapunov指数法对受控系统的平均方程进行了随机稳定化,得到了最优控制率.
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First-passage failure and optimal control of
stochastic Rayleigh oscillator
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Abstract: The first-passage failure and optimal control of stochastic Rayleigh oscillator are studied in this paper. An
averaged Itô stochastic differential Equation of the stochastic system is reduced by using the stochastic averaging method.
A backward Kolmogorov Equation governing the conditional reliability function of first passage failure is then established.
The conditional reliability function and the conditional probability density are also obtained by solving the backward
Kolmogorov Equation with boundary conditions. Finally, an optimal control law of this system is obtained.
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1 引引引言言言(Introduction)
随机稳定性理论是研究动力学系统在受到随机

激励下, 其状态在半无限长时间内保持在某平衡点
邻域的概率统计特性. 在实践中,当系统受到随机激
励时,系统将在较大的范围内做随机运动,首次穿越
就是研究此时系统状态在一个时间区间内停留在一

个较大区域内的概率统计特性. 系统状态停留在安
全域内的概率就是系统的可靠性, 首次穿越安全域
边界的平均时间,就是系统寿命的数学期望. 所以首
次穿越问题对于研究随机动力学系统具有十分重要

的意义. 然而, 首次穿越问题的研究是十分困难的,
迄今仅限于能求出精确平稳解的一维情形[1]. 对于
无法求得精确平稳解及高维系统,近年来朱位秋院
士及其合作者提出了一种颇为有效的方法[2∼4], 该
方法将系统看作是随机激励的、耗散的Hamilton系
统,利用拟Hamilton系统的随机平均法[5∼7]得出系统

的随机平均微分方程, 对平均方程建立条件可靠性

函数的后向Kolmogorov方程及首次穿越时间条件矩
的Pontragin方程, 通过这两个方程研究系统的首次
穿越问题.而对于系统的最优控制问题[8,9], 是通过
反馈控制使原不稳定的随机动力学系统变成稳定,
或提高系统的稳定度.在半无限长时间上的随机稳
定化是一种具有待定成本函数的遍历控制方法. 对
于系统的随机平均微分方程, 以最大lyapunov 指数
最小为准则确定成本函数, 达到求出最优控制律的
目的.
本文中,考虑到工程振动中随机激励的存在,研

究了典型的振动系统Rayleigh振子在Gauss白噪声参
激下的首次穿越和最优控制问题.利用受激励系统
的随机平均方程, 研究系统的非线性阻尼项、随机
激励项对首次穿越、可靠性及系统稳定性的影响.

2 随随随机机机Itô平平平均均均微微微分分分方方方程程程(Stochastic averag-
ing differential equation)
考虑如下形式的Gauss白噪声参激下Rayleigh
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振子:{
Q̇ = P,

Ṗ =−Q−εµ(aP 2−bP−c)P +ε
1
2 QW (t).

(1)

其中: Ṗ =
dP

dt
, Q̇ =

dQ

dt
, ε是小参数, µ, a, b, c是参

数, W (t)是Gauss白噪声,具有如下的相关函数:

E[W (t)W (t + τ)] = 2Dδ(τ). (2)

其中: δ(t)是Delta函数, D为Gauss白噪声的强度.系
统(1)可以等价地表示为





dQ =
∂H

∂P
dt,

dP = −[
∂H

∂Q
+ εµ(aP 2 − bP − c)+

ε
1
2 Q
√

2DdB(t).

(3)

上式描述的是一个Gauss白噪声参激下单自由度的
拟Hamilton系统, 其中B(t)是标准Wiener过程, H为

未扰Hamilton系统的Hamilton函数:

H =
1
2
(p2 + q2). (4)

其中p, q是随机过程P, Q对应的样本值.
利用Itô微分公式[2]得到H所满足的Itô微分方程

为

dH = ε[−µ(aP 2 − bP − c)(
∂H

∂p
)2 +

Dq
∂2H

∂p2
]dt+ε

1
2
∂H

∂p

√
2DqdB(t). (5)

利用随机激励的、可积的拟Hamilton系统随机平均
法得到平均Itô方程为

dH = m̄(H)dt + σ̄(H)dB(t). (6)

上式描述的H是一维时齐扩散过程, m̄(H), σ̄(H)分
别为漂移系数和扩散系数,并且

m̄(H) =
1

T (H)

w
Σ
[(−εµ(aP 2 − bP − c) ·

(
∂H

∂p
)2 + εDq2 ∂2H

∂p2
)/

∂H

∂p
]dq, (7)

σ̄2(H) =
1

T (H)

w
Σ
[2Dεq2(

∂H

∂p
)2/

∂H

∂p
]dq, (8)

T (H) =
w

Σ
[1/

∂H

∂p
]dq, (9)

Σ = {q| −
√

2H 6 q 6
√

2H}. (10)

由式(4)得p =
√

2H − q2代入式(7)∼(10)计算,得

m̄(H) = 8
√

2εµbH3/2/3π + εDH +

εµcH − 3aεµH2/2, (11)

σ̄2(H) = εDH2. (12)

其中与平均方程(6)相应的FPK方程为
∂ϕ

∂t
= − ∂

∂H
(m̄(H)ϕ) +

1
2

∂2

∂H2
(σ̄2(H)ϕ).

(13)

其中ϕ = ϕ(H, t|H0)是修正后Hamilton过程的转移
概率密度, FPK方程(13)的初始条件为

ϕ(H, 0|H0) = δ(H −H0). (14)

因为H在[0,∞)上变化, 则FPK方程(12)的边界条
件为

ϕ =有限, H = 0. (15)

3 系系系统统统的的的首首首次次次穿穿穿越越越(First-passage failure of
the system)
系统在受到随机参数激励时, 将在较大范围内

做随机运动.对于Gauss白噪声参激下Rayleigh振子,
当阻尼项、随机激励项的系数为小量时,将系统可看
作是一个Gauss白噪声参激下可积的拟Hamilton系
统.首次穿越研究系统状态首次越出某一个允许的
安全区域的概率或统计特性. 系统状态停留在安全
域的概率就是可靠性, 系统首次越出安全域就意味
着损坏.为此,对随机平均方程(6)定义条件可靠性函
数为

R(t|H0) =

P{H(s) ∈ Ω, s ∈ (0, t]|H(0) = H0 ∈ Ω}. (16)

其中: Ω为H的安全域, Γ0,Γc 为安全域的两个边界,
如图1所示.

图 1 H的安全域

Fig. 1 Safe domain of H

支配R(t|H0)的后向Kolmogorov方程为
∂R

∂t
= m̄(H0)

∂R

∂H0

+
1
2
σ̄2(H0)

∂2R

∂H2
0

. (17)

式中m̄(H0), σ̄(H0)分别为式(11)(12) 在H = H0 的

值.初始条件为

R(0|H0) = 1, H0 ∈ Ω. (18)

边界条件为

R(t|H0) = 0,H0 ∈ Γc : H = Hc, (19)

R(t|H0) =有限,H0 ∈ Γ0 : H = 0. (20)

定性边界条件(20)利用式(17)∼(19)化为如下的定量
条件:
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∂R

∂t
= εDH

∂R

∂H0

. (21)

记首次穿越的条件概率为

F (t|H0) = 1−R(t|H0). (22)

条件概率密度函数为

f(T |H0) =
−∂R(t|H0)

∂t
|t=T . (23)

对于方程(17)及(23)给出3组不同参数值, 给出利
用Peace-Rachford 格式法得到近似解析解的同时,
给出了数字模拟解. 其中: R1, l1所使用的参数值

为µ = 0.5, b = 0.4, c = 0.5, a = 0.5, D = 3.0, ε =
0.05;R2, l2使用的参数值D = 3.3,其余参数值与前
同; R3, l3使用的参数值为D = 3.2, µ = 0.4,其余参

数值与前同.如图2(a)、图2(b)所示.

图 2(a) 系统(1)的条件可靠性函数(−: 近似解析解;
•,4, ¤: 数字模拟解)

Fig. 2(a) Reliability function(−: approximately analytical

results; •,4, ¤: digital simulation)

图 2(b) 系统(1)的首次穿越的概率密度(−: 近似
解析解; •,4, ¤: 数字模拟解)

Fig. 2(b) Probability density of first-passage time
of system(−: approximately analytical

results; •,4, ¤: digital simulation)

在图2(a)中,比较R1(t), R2(t), R3(t) 3条曲线,它
们都是时间的单调递减函数, 可见由于随机激励
的存在, 系统随着时间的变化, 可靠性逐渐减小.
对比3条可靠性函数曲线, 在初始时刻的临近区域
随机激励强度D增大会导致可靠性函数曲线向下

方移动, 即由R1(t)移向R2(t), 系统可靠性变小. 而
当系统的非线性阻尼系数µ变小时, 系统能量的耗
散减小, 也使得可靠性函数曲线向下方移动, 即
由R2(t)移向R3(t). 图2(b)中, 从系统被损坏的概率
密度这个角度给出了同样的解释: 随着随机激励强
度D增大、非线性阻尼系数µ减小,在初始时刻的临
近区域系统发生首次穿越的概率密度增大,即首次
穿越现象更容易发生. 同时近似解析解和数字模拟
是相吻合地. 于是可以给出以下结论:
命命命题题题 1 对于Gauss白噪声参激下的Rayleigh振

子(1),当随机激励为弱激励时,可靠性函数R(t)随着
激励强度D增大而减小,随着非线性阻尼系数µ增大

而增大.
4 系系系统统统的的的随随随机机机稳稳稳定定定化化化(Stochastic stabilization

of the system)
系统(1)所对应的受控的Hamilton系统为




Q̇ = P,

Ṗ = −Q− εµ(aP 2 − bP − c)P+

u(P, Q) + ε
1
2 QW (t).

(24)

其中: u = u(P, Q)是反馈控制力, 文献[10,11]提出
将u分成保守控制力u1与耗散控制力u2,用u1 改变

系统的Hanilton结构,从而改变系统中能量与响应的
分布.用u2 耗散系统能量,从而增大稳定性,减小系
统的能量与响应.为了应用拟Hanilton系统随机平均
法,这里只考虑反馈控制力为耗散控制力u2,并且假
设u2 为ε阶小量,即考虑对系统的弱控制.这时受控
系统(24)对应的随机平均方程

dH = [m̄(H)+ < u2P >]dt + σ̄(H)dB(t).

(25)

其中

< · >=
1

T (H)
−
w

Σ
(·/∂H

∂p
)dq. (26)

考虑受控的平均方程(25)的遍历控制,设性能指标为

J = lim
tf→∞

1
tf

w tf

0
[g1(H(s))+ < Ru2

2(s) >]ds.

(27)

其中: g1(H)是待定的成本函数, R为待定的正常数.
动态规划方程为

inf
u2
{1
2
σ2(H)

d2V

dH2
+ [m̄(H)+ < u2p >]

dV

dH
+

g1(H)+ < uT
2 Ru2 >} = γ. (28)

上式中

γ = lim
tf→∞

1
tf

w tf

0
[g1(H(s))+ < Ru2∗

2 (s) >]ds.

(29)
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将式(28)左边对u2求极小,得到最优控制律

u∗2 = − 1
2R

dV

dH
p, (30)

从而有

< u∗2p >= − 1
2R

dV

dH
< p2 >, (31)

< p2 >=
1

T (H)

w √2H

−√2H
(2H−q2)

1
2 dq=H. (32)

当
dV

dH
> 0时, u∗2为拟线性阻尼力,将u∗2代替式(28)

左端得最后动态规划方程

1
2
σ2(H)

d2V

dH2
+ m̄(H)

dV

dH
−

1
4R

< (
∂H

∂p
)2 >(

dV

dH
)2+g1(H)=γ. (33)

为满足动态规划方程(33), 由于H → 0时, 考虑到
式(12)和(32)及

m̄(H) = (εD − εµc)H + o(H), (34)

则需假定H → 0时,

g1(H)− γ = kH + o(H), (35)
dV

dH
= C + o(H0). (36)

这里o| · |表示| · |的阶. 将式(12)(32)(34)(35)(36)代入
式(33),得

C = R[ε(D − µc) +
√

ε2(D − µc)2 + 2k/R].

(37)

将式(37)代入式(36), 将式(36)(32)再代入式(31), 进
一步将式(31)(34)代入下式:

¯̄m(H) = m̄(H)+ < u∗2p >, (38)

则

¯̄m(H) = −
√

(εD − εµc)2 + 2k/RH + o(H),

H → 0. (39)

最大Lyapunov指数是诊断和描述动力学系统的
稳定性及混沌的重要参数,对最大Lyapunov指数的
计算的文献较多,如文献[12],下面我们给出未控的
系统和受控的系统的平均方程的最大Lyapunov指数
的计算公式. 平均微分方程(6)的最大Lyapunov指数
近似为

λ = lim
t→∞

1
t

lnH
1
2 (Q,P ) = lim

t→∞
1
2t

lnH(Q,P ) =

lim
t→∞

1
2t
{lnH(0) +

w t

0
[m̄(0)− (σ̄(0))2]ds +

w t

0
σ̄(0)dB(s)}=[m̄(0)−(σ̄(0))2/2]/2. (40)

按照式(40), 未控平均方程(6)的最大Lyapunov指数
λu和受控平均方程(25)的最大Lyapunov指数λc分别

为

λu =
1
2
(εD − εµc), (41)

λc = −1
2

√
(εD − εµc)2 + 2k/R, (42)

两者之差为

λu − λc = −1
2
(
√

(εD − εµc)2 + 2k/R−

(εD − εµc)) < 0. (43)

可以从式(43)直接得到以下结论:
命命命题题题 2 对Gauss白噪声参激下的受控Rayleigh

振子(24), 当随机激励为弱激励时, 受控系统的
最大Lyapunov指数为负值, 且随着随机激励的强
度D增大,最大Lyapunov指数减小.

5 结结结论论论(Conclusion)
利用随机平均方法研究了Gauss白噪声参激

下Rayleigh 振子的系统首次穿越和随机最优化问
题. 当系统的非线性阻尼项、随机激励项的系数为
小参数时,将系统看作是一个Gauss白噪声参激下可
积的拟Hamilton系统. 利用随机平均方程研究系统
的首次穿越问题,再利用受控系统的随机平均方程
研究系统的随机最优遍历控制问题,都能使问题简
化, 通过3组不同的参数值给出的数值结果,表明方
法是非常有效的.
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