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摘要:利用2-D系统理论的Roesser模型,给出了受扰动的线性时变离散系统迭代学习控制(ILC)问题的一种解决
方法. 对系统所受的已知扰动,给出其学习律参数的选取范围以及仅经一次迭代就能实现输出完全跟踪期望轨迹
的参数选取方法;对系统所受的未知扰动,首先对SISO系统提出其学习律存在的条件及参数选取方法, 进而推广
到MIMO系统中,提出MIMO系统学习律的参数选取方法. 最后给出两个数值例子进一步说明所得结果的有效性.
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Iterative learning control for disturbed 2-D linear time varying systems
HUANG Yu-wei, ZHANG Guo-shan

(School of Electrical Engineering and Automation, Tianjin University, Tianjin 300072, China)

Abstract: An approach to solve iterative learning control (ILC) for linear time-variant discrete systems is given by using
Roesser-type model of the two-dimensional (2-D) system theory. Firstly, for the system with known disturbances, the scope
of ILC rule’s parameters and the way to choose the parameters that insures the output following the desired trajectory by
only one iteration are provided. Secondly, for the system with unknown disturbances, the existing condition of the SISO
system ILC rule and the method for choosing the parameters are given. These results are then extended to the MIMO
systems, and the way to choose the parameters of ILC rules for the MIMO systems is also given. Finally, two numerical
examples are presented to illustrate the proposed results.
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1 引引引言言言(Introduction)
迭代学习控制(ILC: iterative learning control)是

人工智能与自动控制相结合的新型学习控制方法,
是智能控制领域中研究、开发及应用的重要发展方

向之一. 它具有拟人的学习过程与特性, 能以非常
简单的方式处理不确定度相当高的非线性强耦合

动态系统.迭代学习控制的概念首先由M. Uchiyama
于1978年提出[1], 1984年由S. Arimoto等发展了这种
思想,并建立了实用算法,可以实现在给定的时间段
上对未知被控对象以任意精度跟踪给定的期望轨

迹, 无需辨识系统参数, 属于基于品质的自学习控
制,特别适用于机器人等重复运动的场合[2]. 它的研
究对那些难以建模以及高精度轨迹控制的问题有非

常重要的意义.由于迭代学习算法极为简单,又能解
决如此复杂的问题,因而一经提出就引起人们极大
的关注和兴趣. 在国内外已有很多关于迭代学习控
制的专著问世[3∼7].

在实际中,动态过程并不是确定的,而是存在着
各种已知或未知扰动,初始状态的偏差也并不随着
学习次数的增加而趋于零. 在学习律中用到的输出
误差也存在着测量误差. 当这些扰动、偏差和误差
存在时, 迭代学习控制还能否收敛到期望轨迹的邻
域,即需要把鲁棒控制理论引入到这一领域中. 这一
问题最早也是由S. Arimoto等提出[8],且在后来文章
中作了深入讨论.
从本质上说,迭代学习控制包含了两个过程,即

时间过程和迭代过程,可以引入2-D系统理论及分析
方法. 此理论始于20世纪70年代, 其中Roesser模型
是最常见也是最有代表性的模型, 它的状态方程及
输出方程分别是[

xh(i + 1, j)
xv(i, j + 1)

]
=

[
A11 A12

A21 A22

] [
xh(i, j)
xv(i, j)

]
+

[
B1

B2

]
u(i, j), (1)
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y(i, j) =
[
C1 C2

] [
xh(i, j)
xv(i, j)

]
+ Du(i, j). (2)

其中: i,j分别是水平和垂直整值坐标, xh(i, j),
xv(i, j)分别是水平与垂直状态向量, u(i, j), y(i, j)
分别是系统的输入和输出向量, Aij, Bi, Ci(i, j =
1, 2), D是具有适当维数的矩阵, 其边界条件为
xh(0, j), xv(i, 0)(i, j = 0, 1, 2, · · · ). 上面模型将仅
基于时间变量的一维(1-D)模型扩展成二维(2-D)模
型,然后在该模型下讨论算法的收敛性. 此方法尤其
适用于线性离散时不变或时变系统. 文[9,10]把ILC
方法用于线性离散多变量系统中; 文[11,12]提出了
经一次迭代使系统收敛的方法. 但文[9∼12]仅考虑
了系统无扰动时的情况.
本文基于文[12]的结果,对已知扰动系统突破了

以往研究中以H∞指标优化的传统方法, 另辟蹊径,
提出了一种基于Roesser模型的2-D学习律, 并给出
了受已知扰动的线性时变离散系统输出收敛的充

分条件,通过在线测量和计算,实现一次迭代输出完
全无差跟踪. 对未知扰动系统,基于范数定义,给出
了系统2-D学习律的存在条件及学习律参数的选择
方法. 最后,给出了两个仿真示例,分别针对已知及
未知扰动系统,验证了这种2-D学习律的正确性和有
效性.
本文的所有讨论和证明过程都是基于线性时变

系统的,其结果同样适用线性时不变系统.

2 Roesser模模模 型型型 及及及 补补补 充充充 引引引 理理理(Roesser-type
model and lemma)
2-D时变离散系统的Roesser模型状态转移矩阵

可由下式定义:[
α(t + 1, k)
β(t, k + 1)

]
=

[
A11(t, k) A12(t, k)
A21(t, k) A22(t, k)

][
α(t, k)
β(t, k)

]
.

(3)

其中:

[
A11(t, k) A12(t, k)
A21(t, k) A22(t, k)

]
即为状态转移矩阵, t,k

分别是水平与垂直整值坐标,在迭代学习控制中分
别代表时间和迭代次数. α(t, k) ∈ Rn1 , β(t, k) ∈
Rn2分别是系统的状态、输出向量, Aij(i, j =
1, 2)是具有适当维数的矩阵,边界条件为

α(0, k) = 0, (k = 0, 1, 2, · · · ), (4)

β(t, 0) = β0, (t = 0, 1, 2, · · · ). (5)

引引引理理理 1 令φ0,1(t, k) =

[
0 0

A21(t, k) A22(t, k)

]
,

通过Roesser模型, 可以判断系统(3)的收敛性. 当
sup
t,k

‖φ0,1(t, k)‖ < 1 (‖ · ‖为矩阵范数)时,对于每一

个t, 有 lim
k→∞

[
α(t, k)
β(t, k)

]
= 0, 即系统输出收敛且状态

收敛[12].

3 线线线性性性时时时变变变离离离散散散系系系统统统的的的ILC学学学习习习律律律(ILC
rules to linear time-variant discrete system)
对于受扰动的线性时变离散系统，其状态方程

和输出方程分别为{
x(t + 1) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + ∆1ω(t),

y(t) = C(t)x(t) + ∆2ν(t).
(6)

其中: x(t) ∈ Rn为状态向量, u(t) ∈ Rm为输入向

量, y(t) ∈ Rp为输出向量, 扰动向量由两部分构成:
ω(t) ∈ Rm, ν(t) ∈ Rp为已知随时间变化的向量;
∆1,∆2 为具有适当维数的未知量,但其变化范围是
已知的,即‖∆1‖ 6 1, ‖∆2‖ 6 1. A(t), B(t), C(t)为
时变实数阵. 假定系统(6)的边界条件为x(0) = x0,
期望轨迹为yd(t),迭代学习控制的目的即是在每次
迭代时选用不同的输入u(t)使系统按照期望轨迹输
出.下面给出一种具有普遍意义的ILC学习律:{

u(t, k + 1) = u(t, k) + ∆u(t, k),

t = 0, 1, · · · , N − 1.
(7)

其中∆u代表控制输入的修正量, 将系统(6)转换为
2-D模型,可得




x(t + 1, k) =

A(t)x(t, k) + B(t)u(t, k) + ∆1ω(t, k),

y(t, k) = C(t, k) + ∆2ν(t, k).

(8)

假定此2-D系统的边界条件为{
x(0, k) = x0, k = 0, 1, 2, · · · ,

u(t, 0) = u0(t), t = 0, 1, · · · , N − 1.
(9)

而进行迭代学习控制的目的就是选择合适的学习律

使得

lim
k→∞

y(t, k) = yd(t), t = 1, 2, · · · , N. (10)

若对某个k使y(t, k) = yd(t),则式中的k越小表明学

习速度越快. 为方便系统(8)与Roesser模型结合, 可
作如下标记:

α(t, k) := x(t− 1, k + 1)− x(t− 1, k). (11)

β(t, k) := yd(t)− y(t, k). (12)

结合式(7)和(8),可得

α(t + 1, k) =

x(t, k + 1)− x(t, k) = A(t− 1)α(t, k) +

B(t− 1)∆u(t− 1, k) + [∆1ω(t− 1, k + 1)−
∆1ω(t− 1, k)], (13)
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β(t, k + 1)− β(t, k) =

−C(t)[x(t, k + 1)− x(t, k)]−
[∆2ν(t, k + 1)−∆2ν(t, k)] =

−C(t)A(t− 1)α(t, k)− C(t)B(t−
1)∆u(t− 1, k)− C(t)[∆1ω(t− 1, k + 1)−
∆1ω(t−1, k)]−[∆2ν(t, k+1)−∆2ν(t, k)]. (14)

设
∆u(t, k) = Ra(t + 1)α(t + 1, k) +

Rb(t + 1)β(t + 1, k). (15)

其中: Ra(t + 1), Rb(t + 1)为待求函数.
因∆1ω(t− 1, k + 1)与∆1ω(t− 1, k)之差是未知

量,但可知其上界为|ω(t− 1, k + 1)|+ |ω(t− 1, k)|,
故一定存在离散函数Pa(t), Pb(t)使得

|ω(t− 1, k + 1)|+ |ω(t− 1, k)| =
Pa(t)α(t, k) + Pb(t)β(t, k) (16)

成立. 同理,存在离散函数Qa(t), Qb(t)使得

|ν(t, k + 1)|+ |ν(t, k)| =
Qa(t)α(t, k) + Qb(t)β(t, k) (17)

成立, 这里, |ν|表示向量ν的每一元素取绝对值. 因
为|∆1ω(t−1, k+1)−∆1ω(t−1, k)| 6 |ω(t−1, k+
1)|+ |ω(t− 1, k)|,故存在∆a使得

∆1ω(t− 1, k + 1)−∆1ω(t− 1, k) =

∆a[Pa(t)α(t, k) + Pb(t)β(t, k)]. (18)

同理,存在∆b使得

∆2ν(t, k + 1)−∆2ν(t, k) =

∆b[Qa(t)α(t, k) + Qb(t)β(t, k)]. (19)

其中: ∆a,∆b是具有适当维数的实数阵且‖ ∆a ‖6
1, ‖ ∆b ‖6 1. 从而式(13)和(14)可以以矩阵形式表
示为[

α(t + 1, k)
β(t, k + 1)

]
=

[
A11(t, k) A12(t, k)
A21(t, k) A22(t, k)

] [
α(t, k)
β(t, k)

]
.

(20)

其中:

A11(t, k) = A(t− 1) + B(t− 1)Ra(t) + ∆aPa(t),

A12(t, k) = B(t− 1)Rb(t) + ∆aPb(t),

A21(t, k)=−C(t)A(t−1)−C(t)B(t−1)Ra(t)−
∆aC(t)Pa(t)−∆bQa(t),

A22(t, k) = I − C(t)B(t− 1)Rb(t)−
∆aC(t)Pb(t)−∆bQb(t).

为得出SISO系统的学习律,需先作如下定义:

定定定义义义 1 设系统(8)为SISO系统, 则有A(t) ∈
Rn×n, B(t) ∈ Rn×1, C(t) ∈ R1×n, ω(t) ∈ Rn×1,
ν(t) ∈ R1×1, Pa(t) ∈ R1×1, Pb(t) ∈ Rn×1, Qa(t) ∈
R1×n, Qb(t) ∈ R1×1, Ra(t) ∈ R1×n, Rb(t) ∈ R1×1.
令aij(t), bij(t), cij(t), ωij(t), νij(t), paij(t), pbij(t),
qaij(t), qbij(t),raij(t), rbij(t),分别为A(t), B(t), C(t),
ω(t), ν(t),Pa(t),Pb(t),Qa(t),Qb(t),Ra(t),Rb(t)中第i

行第j列的元素. 则式(20)中的A21(t), A22(t)可由下
式表示:

A21(t) := [a(21)1, a(21)2, · · · , a(21)n]. (21)

其中:
a(21)1 =

−
n∑

i=1

c1i(t)ai1(t−1)−
n∑

i=1

c1i(t)bi1(t−1)ra11(t)−
∆ac11(t)pa(t)−∆bqa11(t),

a(21)2 =

−
n∑

i=1

c1i(t)ai2(t−1)−
n∑

i=1

c1i(t)bi1(t−1)ra12(t)−
∆ac12(t)pa(t)−∆bqa12(t),

...

a(21)n =

−
n∑

i=1

c1i(t)ain(t−1)−
n∑

i=1

c1i(t)bi1(t−1)ra1n(t)−
∆ac1n(t)pa(t)−∆bqa1n(t),

A22(t) =

[1−
n∑

i=1

c1i(t)bi1(t−1)rb11(t)−∆a

n∑
i=1

c1i(t)pbi1(t),

pb1(t)−∆bqb11(t)] := [a(22)]. (22)

定定定理理理 1 对式(8)所描述的SISO系统, 且满足
条件:

i)

| c1i(t)pa11(t) |+ | qa1i(t) |<1, i = 1, 2, · · · , n;

(23)

ii)
|

n∑
i=1

c1i(t)pbi1 | + | qb11(t) |< 1, (24)

则存在学习律

u(t, k + 1) =

u(t, k) + Ra(t + 1)α(t + 1, k) + Rb(t +

1)β(t + 1, k), t = 0, 1, · · · , N − 1 (25)

使k→∞时系统的迭代输出y(t, k)在[0, T ]上收敛于
期望轨迹 lim

k→∞
= yd(t),∀t ∈ [0, T ]. (其中pa11(t),

qa1i(t), pbi1(t), qb11(t)等由定义1给出, C(t)B(t −
1) 6= 0,下文同).
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证证证 根据引理1,当−1<a(21)i <1, i=1, 2,· · ·, n
且−1 < a22 < 1时,系统收敛. 对−1 < a(21)1 < 1有
−1 + ∆ac11(t)pa(t) + ∆bqa11(t) <

−
n∑

i=1

c1i(t)ai1(t−1)−
n∑

i=1

c1i(t)bi1(t−1)ra11(t)<

1 + ∆ac11(t)pa(t) + ∆bqa11(t). (26)

因为‖ ∆a ‖6 1, ‖ ∆b ‖6 1,故若上式成立,只要

−1+ | c11(t)pa(t) | + | qa11(t) |<
−

n∑
i=1

c1i(t)ai1(t−1)−
n∑

i=1

c1i(t)bi1(t−1)ra11(t)<

1+ | c11(t)pa(t) | + | qa11(t) | . (27)

上 式 中ra11(t)存 在 当 且 仅 当|c11(t)pa11(t)| +
|qa11(t)| < 1. 同理可得ra1i(t)(i = 2, 3, · · · , n)存
在当且仅当式(23)成立, rb11(t)存在当且仅当式(24)
成立.
证毕.
定定定理理理 2 令

k1i = [−1+ | c1i(t)pa(t) | + | qa1i(t) | +
n∑

i=1

c1i(t)ai1(t−1)]/(−
n∑

i=1

c1i(t)bi1(t−1)),

k2i = [1− | c1ipa(t) | − | qa1i(t) | +
n∑

i=1

c1i(t)ai1(t−1)]/(−
n∑

i=1

c1i(t)bi1(t−1)),

k3 = [−2+ |
n∑

i=1

c1i(t)pbi1(t) | +

| qb11(t) |]/(−
n∑

i=1

c1i(t)bi1(t− 1)),

k4 = [− |
n∑

i=1

c1i(t)pbi1(t) | −

| qb11(t) |]/(−
n∑

i=1

c1i(t)bi1(t− 1)),

(i = 1, 2, 3, · · · , n). (28)

对系统(8), 若采用学习律(25), 依下式选取Ra(t),
Rb(t),




min{k1i, k2i} < ra1i(t) < max{k1i, k2i},
i = 1, 2, · · · , n,

min{k3, k4} < rb11(t) < max{k3, k4},
(29)

就能保证系统的迭代输出y(t, k)在[0, T ]上收敛于期
望轨迹yd(t). 即对∀t ∈ [0, T ], lim

k→∞
y(t, k) = yd(t).

证证证 由式(27)可得

−1 + |c11(t)pa(t)|+ |qa11(t)|+
n∑

i=1

c1i(t)ai1(t− 1) <

−
n∑

i=1

c1i(t)bi1(t− 1)ra11(t) <

1− |c11(t)pa(t)| − |qa11(t)|+
n∑

i=1

c1i(t)ai1(t− 1). (30)

因
n∑

i=1

c1i(t)bi1(t − 1) 6= 0, 故ra11(t)取值范围在k11

与k21之间, 同理, rb11(t)取值范围在k3与k4之间.
综合定理1可知, 当Ra(t), Rb(t)满足不等式(29)时,
系统的迭代输出y(t, k)在[0, T ]上收敛于期望轨
迹yd(t). 证毕.
注注注 1 定理1与定理2说明在给定条件下当k → ∞时,

y(t, k)收敛于yd(t), 但笔者的目标是有限次迭代. 因此

无论扰动项是否与迭代次数有关, 经有限次迭代后,

当y(t, k)与yd(t)的误差小于允许误差时,迭代即可中止.
上述方法由于精度较高, 学习速度较快(见

例2)而导致计算量较大, 因而应用于MIMO系统就
显得过于复杂. 在这种情况下, 可引入一种折衷方
案, 削去未知量∆来简化系统, 减小计算量, 但是会
不可避免地减慢学习速度,增加迭代次数.
定定定理理理 3 对MIMO系统(8)采用学习律(25),若依

照下式选取Ra(t), Rb(t):
i)

‖ −C(t)A(t− 1)− C(t)B(t− 1)Ra(t) ‖ +

‖ C(t)Pa(t) ‖ + ‖ Qa(t) ‖< 1; (31)

ii)
‖ I − C(t)B(t− 1)Rb(t) ‖ +

‖ C(t)Pb(t) ‖ + ‖ Qb(t) ‖< 1, (32)

则可保证系统输出收敛.

证证证 根据引理1，当‖
[

0 0
A21(t) A22(t)

]
‖< 1时

系统收敛,此时有‖ A21(t) ‖<1且 ‖ A22(t) ‖<1.而

‖ A21(t) ‖=
‖ −C(t)A(t− 1)− C(t)B(t− 1)Ra(t)−
∆aC(t)Pa(t)−∆bQa(t) ‖ .

从而当式(31)(32)成立时, 必有‖ A21(t) ‖< 1, 同理
可证‖ A22(t) ‖< 1. 证毕.

上文所讨论的系统所受到的扰动具有一般性,下
文将对一种特殊扰动加以说明.

对系统(6), 若令∆1 ≡ 1,∆2 ≡ 1, 则系统状态方
程和输出方程可简化为{

x(t + 1) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + ω(t),

y(t) = C(t)x(t) + ν(t).
(33)

因ω(t), ν(t)的值可准确测得,故可视为已知扰动.使
用学习律(7)和(15),则式(20)可简化为
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α(t + 1, k)
β(t, k + 1)

]
=

[
A11(t, k) A12(t, k)
A21(t, k) A22(t, k)

][
α(t, k)
β(t, k)

]
.

(34)

其中:

A11(t, k) = A(t− 1) + B(t− 1)Ra(t) + Pa(t),

A12(t, k) = B(t− 1)Rb(t) + Pb(t),

A21(t, k) = −C(t)A(t− 1)− C(t)B(t−
1)Ra(t)− C(t)Pa(t)−Qa(t),

A22(t, k) = I − C(t)B(t− 1)Rb(t)−
C(t)Pb(t)−Qb(t).

定定定理理理 4 对于系统(33), 设C(t)B(t − 1)为行
满秩阵, 则只要选择合适学习律(15), 即选择合适
的Ra(t), Rb(t),就能确保系统输出以最快速度收敛.
若C(t)B(t− 1)可逆,选




Ra(t) = −[C(t)B(t− 1)]−1[C(t)A(t−
1) + C(t)Pa(t) + Qa(t)],

Rb(t) = [C(t)B(t− 1)]−1[I−
C(t)Pb(t)−Qb(t)],

(35)

则只需经过一次迭代就能实现系统输出对期望轨迹

的完全跟踪.
证证证 由式(34)可得

β(t, 1) =

{−C(t)[A(t− 1) + B(t− 1)Ra(t) + Pa(t)]−
Qa(t)}α(t, 0) + [I − C(t)B(t−
C1)Rb(t)− (t)Pb(t)−Qb(t)]β(t, 0).

将式(35)代入式(34),则β(t, 1) = yd(t)−y(t, 1) = 0.
证毕.

4 仿仿仿真真真示示示例例例(Examples of simulation)
本文所用的两个示例均来自文[12],并在原系统

中添加了扰动.
4.1 例例例 1 (Example 1)
系统




x(t + 1) =
[ −0.24 0.01
0.2 sin t + 0.04 − 0.35

]
x(t)+

[
0.027t + 1

0.12

]
u(t) +

[
0.01
−0.02t

]
,

y(t) = [0.45 − 0.001t]x(t) + 0.003 sin (0.1t).

令初始条件x(0) = 0, 期望轨迹为 yd(t) =
1.5 sin (0.06t),取

Ra(t) =

[
0.108+0.0002t sin(t−1)

0.43785 + 0.01203t

−0.0045−0.00035t

0.43785 + 0.01203t
],

Rb(t) =
1

0.43785 + 0.01203t
,

给定初始输入u(t) = 1,仿真结果如图1所示.
图1中, 虚线y0为第1次运行输出轨迹, 星线y1与

实线yd重合(正弦曲线),为第2次运行(第1次迭代)输
出轨迹和系统期望轨迹, 表明经过一次迭代就能实
现无差跟踪. 文[12]中相同的系统经6次迭代才能达
到无差跟踪.

图 1 例1系统经一次迭代跟踪期望轨迹的迭代过程
Fig. 1 Iterative process that following the desired

trajectory by one iteration

4.2 例例例 2 (Example 2)
对如下系统




x(t + 1) =

[
0.18 0
0.02t − 0.5

]
x(t)+

[
0.1

0.01t + 2

]
u(t) + ∆1

[
0.01t

0.03

]
,

y(t) =
[
−0.52 0

]
x(t) + ∆20.002.

其中: x(0) = 0, ‖ ∆1 ‖6 1, ‖ ∆2 ‖6 1, 矩阵
C(t)B(t − 1)对t = 1, 2, · · · , 100是可逆的. 期望输
出轨迹为yd = 0.6e0.02t sin (0.1t). 设定初始输入为
u(t, 0) = 0, t = 0, 1, · · · , 99, 仿真表明, 系统经6次
迭代后基本收敛于期望轨迹,经8次迭代后就和期望
轨迹的误差几乎为0. 图2给出第4次迭代和第8次迭
代结果.

(a) 第4次迭代
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(b) 第8次迭代
图 2 例2的受扰动系统迭代过程(第4,8次迭代)

Fig. 2 Iterative process of the system with disturbances

in example 2(the 4th and 8th iterations)

5 结结结论论论(Conclusion)
本文基于2-D系统理论,给出了针对不同线性时

变离散系统的学习律.对受已知扰动的系统,可通过

选择参数实现仅经一次迭代就能完全跟踪期望轨

迹;对扰动量未知的系统,提出了其学习律存在条件

及参数选取方法. 正如前言中所说,本文中的方法适

用于重复性运动的场合,经有限次迭代即可达到很

高的精度.
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