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摘要:将耗散不确定性引入到不确定广义系统中,在状态空间下,通过线性矩阵不等式(LMI)的方法,研究了一类
不确定广义时滞系统的鲁棒耗散控制问题.给出了此类不确定广义系统严格耗散的充分条件,然后设计了此类不确
定广义系统的鲁棒耗散控制器,最后通过数值算例验证了定理的可行性.
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Abstract: The notion of dissipative uncertainties is proposed for singular systems with uncertainties. In state space, the
robust dissipative control problem for a class of singular time-delay systems with uncertainties is discussed by using the
linear matrices inequalities(LMI). The sufficient condition of strict dissipativity for this kind of singular systems is then
obtained, the robust dissipative controller for the class of singular systems with uncertainties is also given. Finally, the
feasibility of the theorems is testified by the numerical example.
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1 引引引言言言(Introduction)
耗散性系统理论自20世纪70年代提出以来,在系

统稳定性研究过程中起到重要的作用, 它的实质是
存在一个非负的能量函数, 使得系统能量损耗总是
小于能量的供给率. H∞控制和无源控制都是耗散

控制的特例[1]. 而且基于耗散性的控制理论不但可
以提供解决H∞控制和正实控制问题的统一框架,还
能揭示很多更深刻的内容.同时,广义时滞系统广泛
存在于客观世界,由于各种原因,使得系统又不可避
免地存在种种不确定性, 从而不确定广义时滞系统
的研究得到了人们的广泛关注[2∼4]. 而且,不确定信
息的描述通常是范数有界性描述和正实性描述, 这
两种描述都有它们各自的保守性, 范数有界性描述
只考虑增益性，正实性描述只考虑不确定性的相

位,因此就需要一种描述方法兼顾这两方面的信息.
文[5]提出的耗散不确定性就是这种描述方法,它为

笔者描述实际系统的不确定性提供了一种更一般,
更灵活的方法. 并且,这种方法已经被推广到离散的
时滞系统中,文[6]利用线性矩阵不等式的方法,考虑
了耗散不确定性, 研究了线性离散系统的鲁棒严格
耗散控制问题.而广义系统和正常系统相比结构更
为复杂, 因此, 本文在状态空间下, 将耗散不确定性
引入到广义系统中, 讨论了一类具有状态时滞的不
确定线性广义系统严格耗散控制问题,并给出了鲁
棒耗散控制器的设计方法.

2 系系系统统统描描描述述述与与与预预预备备备知知知识识识(System description
and prelimianries)
考虑如下的广义时滞系统{

Eẋ(t) = Ax(t) + Adx(t− d) + Bω(t) ,

z(t) = Cx(t) + Cdx(t− d) + Dω(t) .
(1)

其中: E是奇异矩阵, A,B, C, D, Ad, Cd都是适当维
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数的定常矩阵, x(t) ∈ Rn是状态向量, z(t) ∈ Rq是

输出向量, ω(t) ∈ Rp是外部输入向量, 且ω(t) ∈
L2(0,∞), d > 0是时滞常量, η(t)是初始状态向量.
对系统(1)选取的二次能量供给率为

r(ω, z) = < z, Qz >T +2 < z, Sω >T +

< ω, Rω >T , (2)

其中: < u, v >=
w T

0
uTvdt, Q,R为给定对称矩阵,

S为给定的适当维数的矩阵.
定定定义义义 1 系统(1)称为严格(Q,S, R)–耗散的, 如

果对任何T > 0, 存在某一常数α > 0, 在零初始条
件下,满足以下条件:

r(ω, z) 6 −α < ω, ω >T . (3)

定定定义义义 2[7] 设系统(1)的李雅普诺夫函数为

L(x, t) = xTETPx +
w t

t−d
x(τ)TV x(τ)dτ. (4)

其中: P ∈ Rn×n, V ∈ Rn×n, 且ETP = PTE,
V > 0. 如果存在一常数ε > 0, 使得李雅普诺夫
函数(4)对时间t的导数满足

L̇(x, t) 6 −ε‖x‖2, (5)

则系统(1)称为二次稳定的.
一般地,对于Q,S, R的选取有下列假设:
假假假设设设 1.1 Q > 0.
假假假设设设 1.2 R + DTS + STD + DTQD < 0.

3 鲁鲁鲁棒棒棒耗耗耗散散散控控控制制制(Robust dissipative control)
3.1 耗耗耗散散散不不不确确确定定定性性性(Dissipative uncertainties)
在系统(1)中引入不确定性,具体如下:




Eẋ(t) = Ax(t) + Adx(t− d)+

Bω(t) +
L∑

i=1

Hipi(t),

z(t) = Cx(t) + Cdx(t− d)+

Dω(t) +
L∑

i=1

Hzipi(t),

qi(t) = Fix(t) + Fdix(t− d)+

Fωiω(t) +
L∑

j=1

Fpi,jpj(t),

x(t) = η(t), t ∈ [−d, 0].

(6)

其中: pi(t) ∈ Rki和qi(t) ∈ Rhi为不确定性变量,
Hi,Hzi, Fi, Fdi, Fωi及Fpi,j分别是适当维数的实常

数矩阵.
将文[6]中定义的耗散不确定性引入到广义系统

有

定定定义义义 3 对于系统(6), 若各不确定性变量pi(t)

和qi(t)分别满足下列二次型耗散不等式:

< pi, Qipi >T +2 < pi, Siqi >T +

< qi, Riqi >T 6 0, i=1, 2, · · · , L, (7)

则称系统具有耗散不确定性, 式中Qi, Si, Ri为适当

维数的权矩阵,且Qi, Ri对称. 令

Q̂=diag{Q1, · · · , QL}, Ŝ =diag{S1, · · · , SL},
R̂ = diag{R1, · · · , RL}, p = [pT

1 , · · · , pT
L]T,

q = [qT
1 , · · · , qT

L ]T,

则不等式(7)成立意味着

< p, Q̂p >T +2 < p, Ŝq >T + < q, R̂q >T 6 0.

(8)

耗散不确定性是已被广泛讨论的范数有界不确

定性和正实不确定性的广义化. 明显地,无论不确定
性的已知信息如何充分, 范数有界描述只考虑不确
定性的增益,而正实性描述只考虑不确定性的相位,
因此在不确定系统鲁棒控制的分析与综合中都引入

了较大的保守性. 耗散不确定性可兼顾两方面信息,
提供了更一般和灵活的对实际系统的描述的方法[6].
本文将耗散不确定性推广到广义系统中, 用这种更
灵活的描述实际系统的方法来刻画广义系统中的不

确定信息.
一般情形对Qi, Si, Ri有下列假设:
假假假设设设 2.1 Qi + SiFpi + FT

piS
T
i + FT

piRiFpi > 0.
假假假设设设 2.2 Ri 6 0, i = 1, 2, · · · , L.

3.2 鲁鲁鲁棒棒棒耗耗耗散散散性性性分分分析析析(Analysis of robust dissipa-
tion)
定定定义义义 4 不确定系统如果对于所允许的不确定

性渐近稳定且严格(Q,S, R)–耗散的,则称该系统是
鲁棒稳定且严格(Q,S, R)–耗散的.
为了叙述简洁,引入如下简写符号:

H = [H1 · · ·HL], Hz = [Hz1 · · ·HzL],

F = [FT
1 · · ·FT

L ]T, Fd = [FT
d1 · · ·FT

dL]T,

Fω = [FT
ω1 · · ·FT

ωL]T, Fp = [FT
p1 · · ·FT

pL]T,

Fpi = [Fpi,1 · · ·Fpi,L], i = 1, · · · , L,

ζ = [xT(t) xT(t− d) ωT(t) pT(t)]T.

引引引理理理 1[8] 如果不确定广义系统二次稳定,则该
广义系统鲁棒稳定.
为了简化定理的证明过程,引入如下符号:

Ξ =




ATP + PTA + V PTAd PTB PTH

AT
d P −V 0 0

BTP 0 0 0

HTP 0 0 0


,
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Γ =




CTQC CTQCd CTQD + CTS CTQHz

CT
d QC CT

d QCd CT
d QD + CT

d S CT
d QHz

Γ31 Γ32 Γ33 Γ34

HT
z QC HT

z QCd HT
z QD + HT

z S HT
z QHz


.

其中:

Γ31 = DTQC + STC, Γ32 = DTQCd + STCd,

Γ33 = DTQD + STD + DTS + R,

Γ34 = DTQHz + STHz,

Ω(Qi, Si, Ri, Fi, Fdi, Fωi, Fpi) =


FT
i RiFi FT

i RiFdi FT
i RiFωi FT

i ST
ii + FT

i RiFpi

FT
diRiFi FT

diRiFdi FT
diRiFωi FT

diS
T
ii + FT

diRiFpi

FT
ωiRiFi FT

ωiRiFdi FT
ωiRiFωi FT

ωiS
T
ii + FT

ωiRiFpi

Ω41 Ω42 Ω43 Ω44


.

其中:

Ω41 = Sii + Fi, Ω42 = SiiFdi + FT
piRiFdi,

Ω43 = SiiFωi + FT
piRiFωi,

Ω44 = Qii + SiiFpi + FT
piS

T
ii + FT

piRiFpi,

且

Qii = diag{01 · · · 0i−1 Qi 0i+1 · · · 0L},
ST

ii = diag{01 · · · 0i−1 ST
i 0i+1 · · · 0L}.

定定定理理理 1 给定对称矩阵Q,R和矩阵S, 且Q =
QT > 0, 如果存在矩阵P , V > 0和标量λi > 0,
i = 1, 2, · · · , L,使得下列LMI成立:

ETP = PTE > 0,

Θ =

[
Θ11 Θ12

ΘT
12 Θ22

]
< 0. (9)

其中:

Θ11 = Ξ +


0 0 CTS −FT(λsŜ)T

0 0 CT
d S −FT

d (λsŜ)T

STC STCd DTS + STD + R Λ1

−λsŜF −λsŜFd HT
z S − λsŜFω Λ2


,

Λ1 = STHz − FT
ω (λsŜ)T,

Λ2 = −λQQ̂− λSŜFp − FT
p ŜTλS,

ΘT
12 =

[
Q

1
2 C Q

1
2 Cd Q

1
2 D Q

1
2 Hz

R̂
1
2
−F R̂

1
2
−Fd R̂

1
2
−Fω R̂

1
2
−Fp

]
,

Θ22 =

[
−I 0
0 −λ−1

R

]
.

其中: R̂− = −R̂, λQ, λS , λR是关于λi的适当维数的

块对角矩阵,则系统(6)对于容许的不确定性,在假设
条件下是鲁棒稳定且严格(Q,S, R)–耗散的.

证证证 系统(6)的李雅普诺夫函数为

L(x, t) = xTETPx +
w t

t−d
x(τ)TV x(τ)dτ, (10)

则有

L̇(x, t) = ẋTETPx + xTETPẋ + xTV x−
xT(t− d)V x(t− d) = ζTΞζ. (11)

其中ζ = [xT xT
d ωT pT]T.

对于所有的ζ 6= 0,由假设2.1,若[xT xT
d ωT] =

0,而p 6= 0,则不可能存在ζ满足: ζTΩζ < 0,因此更
严格地讲是对于所有的[xT xT

d ωT] 6= 0,当

ζTΩζ 6 0 (12)

成立时,不等式(7)成立.
因此, 根据S-procedure[9], 如果存在λ1 > 0, · · · ,

λL > 0,使得

Ξ + Γ −
L∑

i=1

λiΩ < 0, (13)

则

ζT(Ξ + Γ )ζ < 0, (14)

且式(12)同时成立,即系统(6)具有耗散的不确定性.
因此存在α > 0,使得ζT(Ξ +Γ )ζ 6 −αωTω,而

ζT(Ξ + Γ )ζ = L̇(x, t) + ζTΓζ, (15)

两边积分有

L(x, t) + r(ω, z) 6 −α < ω, ω >T ,

由定理中的条件可得L(x, t) > 0, 所以r(ω, z) 6
−α < ω, ω >T ,因此,系统(6)是鲁棒耗散的.
而且,若ω = 0,则由式(14)和式(15)可以得到

L̇(x, t) + (Cx + Cxd + Hzp)TQ(Cx +

Cxd + Hzp) < 0,

则L̇(x, t) < 0, 因此, 存在ε > 0, 使得L̇(x, t) 6
−ε‖x‖2, 则广义系统(6)是二次稳定的. 进而, 由引
理1,广义系统(6)是鲁棒稳定的.
令λR = diag{λ1Ih1 , · · · , λLIhr

}, λQ = λS =
diag{λ1Ik1 , · · · , λLIkr

},则式(13)可以表示为

Γ + Γ −Ω(λQQ̂, λSŜ, λRR̂, F, Fd, Fω, Fp) < 0.

由假设2.2,得R̂ = −R̂ > 0. 再由引理2,即可得
到式(9). 证毕.

3.3 鲁鲁鲁棒棒棒耗耗耗散散散控控控制制制器器器设设设计计计(Robust dissipative con-

troller design)
考虑如下不确定广义系统
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Eẋ(t) = Ax(t) + Adx(t− d) + Bω(t)+

B2u(t) +
L∑

i=1

Hipi(t) ,

z(t) = Cx(t) + Cdx(t− d) + Dω(t)+

D2u(t) +
L∑

i=1

Hzipi(t) ,

qi(t) = Fix(t) + Fdix(t− d) + Fωiω(t)+

Fuiu(t) +
L∑

j=1

Fpi,jpj(t) ,

x(t) = η(t) , t ∈ [−d, 0].

(16)

其中u(t) ∈ Rl是控制输入向量.
定定定义义义 5 给定对称矩阵Q,R和矩阵S, 对于系统

设计一个线性反馈控制器使得相应的闭环系统鲁棒

稳定且严格(Q,S, R) − −耗散,则称该反馈控制器
是鲁棒耗散控制器.
设系统(16)的状态反馈控制器为

u(t) = Kx(t), (17)

则其闭环系统为



Eẋ(t) = Āx(t) + Adx(t− d)+

Bω(t) +
L∑

i=1

Hipi(t) ,

z(t) = C̄x(t) + Cdx(t− d)+

Dω(t) +
L∑

i=1

Hzipi(t) ,

qi(t) = F̄ix(t) + Fdix(t− d)+

Fωiω(t) +
L∑

j=1

Fpi,jpj(t) ,

x(t) = η(t), t ∈ [−d, 0].

(18)

其中:

Ā = A2 + B2K, C̄ = C + D2K, F̄i = Fi + FuiK.

则由定理1,如果

ETP = PTE > 0, Θ̄ =

[
Θ̄11 Θ̄12

Θ̄T
12 Θ̄22

]
,

其中:

Θ̄11 =

Ξ +




0 0 C̄TS −F̄T(λsŜ)T

0 0 CT
d S −FT

d (λsŜ)T

STC̄ STCd DTS + STD + R Λ1

−λsŜF̄ −λsŜFd HT
z S − λsŜFω Λ2


,

Ξ̄ =




ĀTP + PTĀ + V PTAd PTB PTH

AT
d P −V 0 0

BTP 0 0 0

HTP 0 0 0


,

Θ̄T
12 =

[
Q

1
2 C̄ Q

1
2 Cd Q

1
2 D Q

1
2 Hz

R̂
1
2 F̄ R̂

1
2 Fd R̂

1
2 Fω R̂

1
2 Fp

]
,

且Θ̄22 = Θ22, Λ1, Λ2的表达式参见定理1, 则系
统(16)是鲁棒稳定且严格(Q,S, R)-耗散的. 将式
Θ̄ < 0分别左乘diag{(P−1)T, I1, I2, λ

−1
S , I3, I4},右

乘diag{P−1, I1, I2, λ
−1
S , I3, I4}, 并且令X = P−1,

K = WX−1, αS = λ−1
S ,因此可得



Π11 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

AT
d −V ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Π31 −SCd DTS+STD+R ∗ ∗ ∗ ∗

Π41 −αS ŜFd αSHT
z S−ŜFω Π44 ∗ ∗ ∗

Π51 Q
1
2 Cd Q

1
2 D Q

1
2 HzαS −I ∗ ∗

Π61 R̂
1
2 Fd R̂

1
2 Fω R̂

1
2 FpαS 0 −λ−1

R ∗

X 0 0 0 0 0 −V




<0,

(19)
其中:

“*”表示关于对角线的对称的项,

Π11 = (AX + B2W )T + (AX + B2W ),

Π31 = BT + ST(CX + D2W ),

Π41 = αSH − Ŝ(FX + FuW ),

Π44 = −Q̂αS − ŜFpαS − αSFT
p ŜT,

Π51 =Q
1
2 (CX+D2W ), Π61 =R̂

1
2 (FX+FuW ).

综上,可以得到下面的定理:
定定定理理理 2 给定对称矩阵Q,R和矩阵S, 且Q =

QT > 0,如果系统(16)在状态反馈控制器(17)作用下
的闭环系统(18)使得LMI(19)和LMI(20)有可行解X ,
V > 0, W , αS , λR,

XTET = EX > 0, (20)

则系统(16)在状态反馈控制器(17)作用下的闭环
系统是二次稳定的且是鲁棒耗散的, 并且若不
等式(19)和(20)的可行解为X∗, W∗, 则u = Kx =
W∗X−1

∗ x为鲁棒耗散的状态反馈控制器.

4 数数数值值值仿仿仿真真真(Numerical simulation)
例例例 系统(16)中的参数为

E =

[
1 0
0 0

]
, A =

[
−32 − 10

0 − 52

]
,

B2 =

[
10 0 3
0 − 10 0

]
, Ad =

[
0 1
0 0.5

]
,

Cd =




0.5 0
−0.5 − 1.5

0 0.5


 , B =

[
0 0.5
2.5 1

]
,
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C =




0 1
0 − 1
1 0


 , D=




0 −1
−1 0

0 −1


 , D2 =




1 0 1
0 1 0
1 0 1


 ,

Hz =




5 0 4 2.5
0 5 2.5 − 3.5
0 0 0 −5


 , F =




−4 0
1 0

−1 2
3 0


 ,

Fd =




1 0
0 1
0 2
0 3


 , Fp =




1 0 1 1
0 1 − 1 − 2

−1 0 5 1
0 1 3 2


 ,

Fω =




1 −1
2 1
2 0
3 1


 , Fu =




0 3 0
0 1 1
2 1 0
0 2 1


 , S1 =

[−5 0
−1 − 3

]
,

S2 =
[−3 − 4
−2 − 1

]
, Q1 =Q2 =

[
408.39 0

0 408.39

]
,

R1 =R2 =
[−1.5 0

0 −1.5

]
, H =

[
2 0.5 0 1
0 0.05 1 1.5

]
,

并且给定

Q=

[
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]
, S =

[
0 − 10
10 − 1
0 − 10

]
, R=

[−50 0
0 − 90

]
,

则利用MATLAB中的LMI工具箱, 可以解得线性矩
阵不等式(19)和(20)有可行解:

λ1 = 0.0494, λ2 = 0.0251, α1 = 0.9924,

α2 = 0.4250, W =



−52.9515 − 16.6474
14.0784 20.2295
39.7661 1.0076


 ,

X =
[

5.0888 0
17.4039 24.2907

]
,

V = 1.0e + 003 ∗
[
0.0024 0.0032
0.0032 2.9580

]
,

因此,可求得系统(16)的耗散的状态反馈控制器为

u =



−8.0615 − 0.6853
−0.0817 0.8328

7.6725 0.0415


x.

5 结结结束束束语语语(Conclusion)
本文将耗散不确定性引入到广义系统中,利用了

二次型供给率研究了一类不确定广义系统的鲁棒耗

散控制问题, 得到了一个LMI形式的系统耗散性的
充分条件,并考虑了具有状态时滞的不确定广义系
统在状态反馈控制器作用下的闭环系统耗散性的充

分条件, 并给出了鲁棒耗散控制器的设计方法. 但
是,广义系统的结构相对于正常系统复杂,关于广义

系统的鲁棒耗散控制问题的结果就很繁琐, 同时本
文的结论都是通过解线性矩阵不等式得到的,因此,
由于线性矩阵不等式的可解性的限制,本文还有一
定的保守性, 减小这种保守性将是笔者进一步的研
究工作.
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