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摘要:针对一类具有动静态关联项和未建模动态的时变关联系统,通过引入输入滤波器及一系列坐标变换,给出
了一种分散自适应输出反馈控制器的设计方案.当时变参数的变化率属于L1

T
L∞,外界干扰属于L2

T
L∞,未建

模动态的幅值在某些范围内变化时,证明了闭环系统的稳定性,且每一个子系统的输出收敛于零. 仿真例子验证了
这一控制方案的有效性.
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time-varying interconnected systems

TIAN Jie1, XIE Xue-jun1,2, LIU Hai-kuan 2

(1. Institute of Automation, Qufu Normal University, Qufu Shandong 273165, China;
2. School of Electrical Engineering and Automation, Xuzhou Normal University, Xuzhou Jiangsu 221116, China)

Abstract: For a class of time-varying interconnected systems with dynamic and static interconnections and unmodelled
dynamics, by introducing input filters and a series of coordinate changes, a design scheme of decentralized adaptive output
feedback controller is given. It is proved that when the variation rates of time-varying parameters belong to L1

T
L∞,

disturbances will belong to L2

T
L∞, and the magnitude of the unmodeled dynamics is varying in some ranges. The

stability of the closed-loop system is proved, and the output of each subsystem converges to zero. A simulation example
demonstrates the effectiveness of the control scheme.
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1 引引引言言言(Introduction)
对于关联系统,分散自适应控制是一个有效的控

制方案.它的开创性工作是文献[1],最近的研究主要
集中在分散自适应输出反馈控制上. 文献[2]针对具
有动态、静态关联项和未建模动态的关联系统, 利
用MT-滤波器和反推设计方法, 证明了除参数估计
外闭环系统的所有信号的渐近收敛性.
然而,上述工作仅限于每个子系统的参数都是未

知常数. 由于在许多实际控制问题中, 受控对象的
数学模型的参数往往是时变的, 因此无论从理论还
是实际应用上, 研究时变关联系统的分散自适应控
制器的设计和分析是一项很有意义的工作.基于文
献[2], 文献[3]针对一类时变关联系统,利用滤波器,
反推和σ−修正等设计方法,保证了闭环系统的所有
信号有界. 然而文献[3]中存在如下缺陷: 1) 时变参

数的变化率限制在较小的范围内; 2)闭环系统的输
出依赖于时变参数的变化率,不能渐近收敛到零.
本文针对具有动静态关联项、未建模动态及外

界干扰的时变关联系统,通过引入滤波器及一系列
的坐标变换得到一闭环系统.基于此系统,给出了一
种分散自适应输出反馈控制的设计方法. 当时变参
数的变化率属于L1

⋂
L∞, 外界干扰属于L2

⋂
L∞,

未建模动态的幅值在某些范围内变化时, 证明了闭
环系统的全局稳定性, 且每一个闭环子系统的输出
渐近收敛到零. 仿真例子验证了控制方案的有效性.

2 问问问题题题的的的提提提出出出(Problem statement)
考虑由N个时变子系统组成的关联系统, 第i个

子系统表示如下:

yi(t) =
(
1 + µii∆ii(s)

)
Ai(s, t)−1

(
Bi(s, t)ui(t) +
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Di(s)
( N∑

j=1,j 6=i

f ′ij(t, yj) + wi(t)
))

+

N∑
j=1,j 6=i

µij∆ij(s)yj(t), i = 1, · · · , N. (1)

其中: ui(t), yi(t) ∈ R分别表示第i个子系统的输入

和输出,

Ai(s, t) = sni − sni−1ai1(t)− · · · −
sai,ni−1(t)− ai,ni

(t),

Bi(s, t) = sni−ρib′i,ρi
(t) + · · ·+

sb′i,ni−1(t) + b′i,ni
(t),

aij(t)和b′ik(t)(j = 1, · · · , ni, k = ρi, · · · , ni)为
未 知 时 变 参 数, s表 示 微 分 算 子, Di(s) =
(sni−1, · · · , s, 1). f ′ij(t, yj) ∈ Rni , ∆ij(s)yj(i 6=
j)分别表示第j个子系统到第i个子系统的静态关

联项和动态关联项, ∆ii(s)表示第i个子系统的未建

模动态, µij , µii > 0 (i, j = 1, · · · , N)分别表示动态
关联项和未建模动态的幅值, wi(t) ∈ Rni表示第i个

子系统的外界干扰.
系统(1)有以下状态空间实现[3]:



ẋi(t) = Acixi(t)+ai(t)xi1(t)+

bi(t)
1

γi(t)
ui(t)+wi(t)+fi(t),

yi(t) = xi1(t) + ℵi(t).

(2)

其中:

Aci =




0
...

Ini−1

0 0 · · · 0


 ,

ai(t) = (ai1, · · · , ai,ni
)T,

bi(t) = (0, · · · , 1, bi,ρi+1, · · · , bi,ni
)T,

fi(t) =
N∑

j=1,j 6=i

f ′ij
(
t, yj

)
,

ℵi = µii∆ii(s)xi1 +
N∑

j=1,j 6=i

µij∆ij(s)yj.

对系统(2)作以下假设:
假假假设设设 1 ai(t), bi(t), γi(t)光滑且一致有界, 且

对∀t > 0, 其导数一致有界. 对∀t > 0, 设|γi(t)| 6
hi, ‖ai(t)‖ 6 h̄i,其中hi, h̄i为有界正实数.
假假假设设设 2 wi(t) = 0, fi(t) = 0, ℵi(t) = 0时, 系

统(2)的零动态指数稳定.
假假假设设设 3 对 ∀t > 0, wi(t) 有界. f ′ij(t, yj) 满足

‖f ′ij(t, yj)‖ 6
Kij∑
k=1

r′ij|yj|k, 其中r′ij > 0, Kij > 0是

已知常数.
假假假设设设 4 每个子系统的阶次ni和相对阶ρi已知.

设γi(t)的符号大于零.
假假假设设设 5 ∆ij(s)(i, j = 1, 2, · · · , N)稳定且严格

正则.
控制目标:设计分散自适应输出反馈控制器,使

得闭环系统的所有信号有界,且输出yi收敛于零.
3 分分分散散散自自自适适适应应应控控控制制制器器器的的的设设设计计计(Design of de-

centralized adaptive controller)
首先考虑相对阶ρi = 1的情况. 引入输入滤波

˙̄µi[j] =




−λi1 1 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 1
0 0 · · · −λij


µ̄i[j] +




0
...
0
1


 ui ,

Λijµ̄i[j] + bcijui, 1 6 j 6 ni − 1, (3)

其中: λij(1 6 j 6 ni − 1)是正常数, µ̄i[j] ∈ Rj . 由
假设2知当wi = 0, fi = 0, ℵi = 0时,由式(2)和(3)组
成的系统的零动态也指数稳定. 引入以下坐标变换:




zi = xi −
ni∑

j=2

δij(t)
j∑

k=2

di[k]µ̄i,k−1[j − 1],

µ̄i[j] = µ̄i[j], 1 6 j 6 ni − 1.

(4)

其中:

di[ni] = (0, · · · , 0, 1)T,

di[j−1]=Acidi[j]+λi,j−1di[j], j =ni,· · ·, 2,

(δi1(t),· · ·, δi,ni
(t))T =(di[1],· · ·, di[ni])−1 bi(t)

γi(t)
,

δi1(t) =
1

γi(t)
,

且

di = di[1] = (1, di2, · · · , di,ni
)T

满足

sni−1 + di2s
ni−2 + · · ·+ di,ni−1s + di,ni

=
ni−1∏
j=1

(s + λij).

记

di[j] = (0, d̄i[j]T)T, 2 6 j 6 ni,

引入新的坐标变换:



yi = zi1 + ℵi,

ηij = zi,j+1 − di,j+1zi1,

1 6 j 6 ni − 1,

µ′i[j] = µ̄i[j]−



0
...
1


γi(t)yi.

(5)

由式(2)(4)和(5)得
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


ẏi = ηi1 +
1

γi(t)
ui +

ni∑
j=2

δij(t)µ′i1[j − 1]+

di2yi + ai1(t)yi + δi2(t)γi(t)yi + wi1+

fi1 −
(
di2 + ai1(t)

)ℵi + ℵ̇i,

η̇i = Γiηi −
ni∑

j=2

δ̇ij(t)
j∑

k=2

d̄i[k]µ′i,k−1[j − 1]−

γi(t)yi

ni∑
j=2

δ̇ij(t)d̄i[j] + βiyi+

āi(t)yi + w̄i + f̄i −
(
βi + āi(t)

)ℵi,

µ̇′i[j] = Λijµ
′
i[j]− bcijγi(t)

ni∑
k=2

δikµ
′
i1[k − 1]+

(
bλijγi(t)− bcij(γ̇i(t) + γi(t)di2+

γ2
i (t)δi2(t) + γi(t)ai1(t))

)
yi−

bcijγi(t)(ηi1 + wi1 + fi1) + bcijγi(t)×
(ai1(t) + di2)ℵi − bcijγi(t)ℵ̇i.

(6)

其中:

Γi =



−di2

...
Ini−2

−di,ni
0 · · · 0


 , βi =




di3−d2
i2

...
di,ni

−di2di,ni−1

−di2di,ni


 ,

w̄i =




wi2−di2wi1

...
wi,ni

−di,ni
wi1


 , f̄i =




fi2−di2fi1

...
fi,ni

−di,ni
fi1


 ,

āi(t) =




ai2(t)− di2ai1(t)
...

ai,ni
(t)− di,ni

ai1(t)


 ,

bλij = (0, · · · , 0, 1,−λij)T ∈ Rj.

由于系统(2)和(3)的零动态指数稳定, 且式(4)和(5)
是一致有界的Lyapunov变换,则系统(6)的零动态指
数稳定.
由Krasowsky定理[5]知存在函数Wi1满足





gi1

∥∥∥∥
(

ηi

µ′i

)∥∥∥∥
2

6Wi1(ηi, µ
′
i, t)6gi2

∥∥∥∥
(

ηi

µ′i

)∥∥∥∥
2

,

Ẇi1(ηi, µ
′
i, t) 6 −gi3

∥∥∥∥
(

ηi

µ′i

)∥∥∥∥
2

,

∥∥∥∥
(

∂Wi1

∂ηi

∂Wi1

∂µ′i

)∥∥∥∥ 6 gi4

∥∥∥∥
(

ηi

µ′i

)∥∥∥∥ .

(7)

其中: µ′i = (µ′Ti [1], · · · , µ′Ti [ni − 1])T, gij(1 6 j 6
4)为适当的正实数. 选取控制律为





ui = γ̂iφi − 1
4
yiφ

2
i ,

φi = −di2yi −
ni∑

j=2

δ̂ijµ
′
i1[j − 1]− θ̂i1yi−

1
4
yi(νT

i νi+4)−ci0yi−c̄i0y
2K−1
i −

k̄i0yi − kiyi − ki0yi.

(8)

其中: ci0, c̄i0, k̄i0, ki, ki0 > 0为控制器设计参数,
θi1 = ai1 + δi2γi, νi = (yi, µ

′
i1[1], · · · , µ′i1[ni −

1], yi)T, γ̂i, δ̂ij , θ̂i1分别表示γi, δij和θi1的估计. 由
式(6)和(8)得



ẏi = ηi1 − γ̃i

γi

φi − 1
4γi

yiφ
2
i −

1
4
yi(νT

i νi + 4)+

θ̃T
i νi−ci0yi−k̄i0yi−kiyi−ki0yi+wi1−

c̄i0y
2K−1
i + fi1 − (di2 + ai1)ℵi + ℵ̇i,

η̇i = Γiηi −
ni∑

j=2

δ̇ij

j∑
k=2

d̄i[k]µ′i,k−1[j − 1]+

yiSηi
+ w̄i + f̄i − (βi + āi)ℵi,

µ̇′i[j] = Λijµ
′
i[j]− bcijγi

ni∑
k=2

µ′i1[k − 1]−

bcijγiηi1 + yiSµ′ij
− bcijγi(wi1 + fi1)+

bcijγi(ai1 + di2)ℵi − bcijγiℵ̇i,

(9)

其中:

θi = (θi1, δi2, · · · , δi,ni
, ki0)T,

sηi
= (āi − γi

ni∑
j=2

δ̇ij d̄i[j] + βi),

Sµ′ij
= bλijγi − bcij(γ̇i + γidi2 + γ2

i δi2 + γiai1),

γ̃i = γi − γ̂i, θ̃i = θi − θ̂i.

选取自适应律为{ ˙̂
θi = Proj(yiνi, θ̂i, εi1, rΩi1), ‖θ̂i(t0)‖ 6 rΩi1 ,

˙̂γi = Proj(−yiφi, γ̂i, εi2, rΩi2), |γ̂i(t0)| 6 rΩi2 .

(10)

其中当p(θ̂i) 6 0, p(θ̂i) > 0且〈grad p(θ̂i), ψi〉 6
0时, Proj(ψi, θ̂i, εi, rΩi

) = ψi; 当p(θ̂i) >

0且〈gradp(θ̂i), ψi〉 > 0时, Proj(ψi, θ̂i, εi, rΩi
) =[

I − p(θ̂i)gradp(θ̂i)
Tgradp(θ̂i)

‖gradp(θ̂i)‖2

]
ψi. grad表示梯度算法,

〈·〉表示内积符号, p(θ̂i) =
‖θ̂i‖2 − r2

Ωi

ε2
i + 2εirΩi

, rΩi
是以

原点为球心的球的半径, εi为任意正实数. 因此
若‖θ̂i(t0)‖ 6 rΩi

,则由文献[4]知:
1) ‖θ̂i(t)‖ 6 rΩi

+ εi, ∀t > t0;
2) Proj(ψi, θ̂i, εi, rΩi

)是Lipschitz连续的;
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3) ‖Proj(ψi, θ̂i, εi, rΩi
)‖ 6 ‖ψi‖;

4) 若 ‖θi‖ 6 rΩi
, 则 θ̃T

i Proj(ψi, θ̂i, εi, rΩi
) >

θ̃T
i ψi.
由假设5可得∆ii(s)xi1, ∆ij(s)yj的状态实现为



{
ξ̇ii = Aiiξii + Biixi1,

∆ii(s)xi1 = (1, 0, · · · , 0)ξii,{
ξ̇ij = Aijξij + Bijyj,

∆ij(s)yj = (1, 0, · · · , 0)ξij, j 6= i.

(11)

其中Aii, Aij满足

(1, 0 · · · , 0)(sIi −Aii)−1Bii = ∆ii(s),

(1, 0 · · · , 0)(sIi −Aij)−1Bij = ∆ij(s).
4 主主主要要要结结结果果果(Main results)
定定定理理理 1 对由系统(2), 自适应律(10)和控制

律(8)所组成的自适应控制系统,当ρi = 1时,如果假
设条件1∼5成立,且‖θ̂i(t0)‖ 6 rΩi1 , |γ̂i(t0)| 6 rΩi2 ,
则一定存在常数µ∗i > 0,使得对所有的µi ∈ [0, µ∗i ),

1) 闭环系统的所有信号有界;
2) 如果‖θi‖ 6 rΩi1 , |γi| 6 rΩi2 ,且对∀t > t1 >

t0, wi ∈ L2, θ̇i ∈ L1, γ̇i ∈ L1, 则 lim
t→∞

yi(t) = 0,

lim
t→∞

ηi(t) = 0, lim
t→∞

µ′i(t) = 0.

证证证 因为Aij稳定, 则存在Pij > 0使PijAij +
AT

ijPij = −I . 考虑函数

Wi =
1
2
y2

i +
1
gi3

Wi1 +
N∑

j=1

rijξ
T
ijPijξij (12)

其中rij > 0待定, Wi1满足式(7). 由式(9)对(12)求导
得

Ẇi 6 yiηi1 − ci0y
2
i − k̄i0y

2
i − kiy

2
i − ki0y

2
i −

c̄i0y
2K
i − 1

4γi

y2
i φ

2
i −

γ̃i

γi

yiφi + yiθ̃
T
i νi −

1
4
y2

i (ν
T
i νi + 4) + yiwi1 + yifi1 −

(di2 + ai1)yiℵi + yiℵ̇i −
∥∥∥∥
(

ηi

µ′i

)∥∥∥∥
2

+

gi4

gi3

∥∥∥
(ηi

µ′i

)∥∥∥
(
Wi + Fi + |yi|Si + Hi|ℵi|+

Gi|ℵ̇i|
)
− rii‖ξii‖2 + 2riiξ

T
iiPiiBiixi1 +

N∑
j=1,j 6=i

(− rij‖ξij‖2 + 2rijξ
T
ijPijBijyj

)
.

其中:

Wi =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥




w̄i

bci1γiwi1

...
bcini−1γiwi1




∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, Fi =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥




f̄i

bci1γifi1

...
bcini−1γifi1




∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

Si =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥




Sηi

Sµi1

...
Sµi,ni−1




∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, Gi =

∥∥∥∥∥∥∥




bci1γi

...
bcini−1γi




∥∥∥∥∥∥∥
,

Hi =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥




βi + āi

bci1γi(ai1 + di2)
...

bcini−1γi(ai1 + di2)




∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

取rij =
eij

‖PijBij‖2
, µi = max

16j6N
{µij}, 其中eij为任

意正常数. 经过一系列计算知存在µ∗i > 0, 当 µi ∈
[0, µ∗i )时,函数W =

N∑
i=1

Wi满足

Ẇ 6
N∑

i=1

(
− kiy

2
i −

1
6

∥∥∥∥
(

ηi

µ′i

)∥∥∥∥
2

−

1
4

N∑
j=1

rij‖ξij‖2
)
+

N∑
i=1

(
γ̃2

i

γi

+‖θ̃i‖2+W̄i

)
.

(13)

由假设条件及投影算法的性质知γ̃i,θ̃i有界. 又wi有

界, 则由W的定义和式(13)知yi,ηi,µ′i,ξi1, · · · , ξiN有

界,从而可得xi, ui有界,故结论1)成立.
考虑函数

V = W +
N∑

i=1

(1
2
θ̃i

T
θ̃i +

γ̃2
i

2γi

)
,

经过一系列求导, 求积可得当wi ∈ L2, θ̇i ∈ L1,
γ̇i ∈ L1时,

lim
t→∞

w t

t1

N∑
i=1

(
kiy

2
i +

1
6

∥∥∥∥
(

ηi

µ′i

)∥∥∥∥
2

+

1
4

N∑
j=1

rij‖ξij‖2
)
dτ < ∞,

故 yi, ηi, µ
′
i, ξij ∈ L2. 又 ẏi, η̇i, µ̇

′
i, ξ̇ij ∈ L∞, 利

用Barbalat引理得结论2)成立. 证毕.
对于系统(2),当ρi > 1时,引入输入滤波

ζ̇i =




−λ̄i1 1 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 1
0 0 · · · −λ̄ρi−1


 ζi +




0
...
0
1


 ui ,

Λiζi + bc,ρi−1ui (14)

及新的坐标变换



x̄i1 = xi1,

x̄ij =xij−
ρi∑

k=2

b̄ij[k]ζi,k−1, 26j 6ni,

ζi = ζi.

(15)
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其中: b̄i[ρi] =
bi

γi

, b̄i[j−1] = Acib̄i[j]+λ̄i,j−1b̄i[j]−
˙̄bi[j], 2 6 j 6 ρi. 则系统(2)和(14)转化为




˙̄xi =Acix̄i+b̄i[1]ζi1+aix̄i1+wi+fi ,

Acix̄i+b̄′i
1
γi

ζi1+aix̄i1+wi+fi,

ζi = Λiζi + bc,ρi−1ui,

yi = x̄i1 + ℵi.

(16)

系统(16)与(2)相似,只是ζi1替代了ui.
5 仿仿仿真真真例例例子子子(A simulation example)
考虑如下的关联系统:




ẋi(t)=
(

ai1(t) 1
ai2(t) 0

)
xi(t)+

(
0

bi1(t)

)
ui(t)+

fi(t, yj),

yi(t) = xi1(t) + ℵi(t), i = 1, 2,

(17)

其中:

xi = (xi1, xi2)T,

f1 =
(
0.1y2

2 − y2 cos y2, 0.1y2
2 − y2

)T
,

f2 =
(
0.1y2

1 − y1 cos y1, 0.1y2
1 − y1

)T
,

ℵ1 = µ11

0.125
s + 1

x11 + µ12

0.125
s + 1

y2,

ℵ2 = µ21

0.125
s + 1

x21 + µ22

0.125
s + 1

y1.

由式(3)∼(5)得



ẏi = ηi1 + di2yi +
1
γi

ui + δi2µ
′
i1[1] + ai1yi+

δi2γiyi + wi1 + fi1 −
(
di2 + ai1

)ℵi + ℵ̇i,

η̇i = Γiηi + βiyi − δ̇i2d̄i[2]µ′i1[1]− γiyiδ̇i2d̄i[2]+

āiyi + w̄i + f̄i −
(
βi + āi

)ℵi,

µ̇′i[1] = Λi1µ̄i[1]− bci1γiµ
′
i1[1] + (bλi1γi−

bci1(γ̇i + γidi2 + γ2
i δi2 + γiai1))yi−

bci1γi(ηi1 + wi1 + fi1)+

bci1γi(ai1 + di2)ℵi − bci1γiℵ̇i.

(18)

其中di[2] = (0, 1)T, di[1] = (1, λi1)T, (δi1, δi1)T =
(di[1], di[2])−1(0, bi1)T. 选取控制律为




ui = γ̂iφi − 1
4
yiφ

2
i ,

φi = −di2yi − δ̂i2µ
′
i1[1]− θ̂i1yi−

1
4
yi(νT

i νi + 4)− ci0yi−
c̄i0y

2K−1
i − k̄i0yi.

(19)

自适应律为{ ˙̂
θi = Proj(yiνi, θ̂i, εi1, rΩi1), ‖θ̂i(t0)‖ 6 rΩi1 ,

˙̂γi = Proj(−yiφi, γ̂i, εi2, rΩi2), |γ̂i(t0)| 6 rΩi2 .

(20)

由式(11)知Aij = −1, Bij = 1/8, 选取ei1 =
ei2 = 1/16(i, j = 1, 2), 利用MATLAB编程得µ∗1 =
0.5214, µ∗2 = 0.4655.
选取系统参数:

a11(t)=a12(t)=
1
4

cos t, a21(t)=a22(t) =
1
4

sin t,

b11(t) = b21(t) = 2 + sin t, λ11 = 2, λ21 = 2.5,

控制器参数:

K = 2, k̄10 = 1.8, k̄20 = 2, c̄10 = 1.5,

c̄20 = 1.2, c10 = 2, c20 = 2.2.

取初始值:

x11(0) = 0.6, x12(0) = 0.5,

x21(0) = 0.5, x22(0) = 0.31;

θ11(0) = 1.5, θ12(0) = 1.3,

θ21(0) = 1, θ22(0) = 1.2;

γ1(0) = 0.7, γ2(0) = 0.7.

图1给出了闭环系统的响应曲线.

图 1 闭环系统的响应曲线

Fig. 1 Responses of closed-loop system

6 结结结论论论(Conclusions)
针对更广的一类时变关联系统, 通过引入输

入滤波, 坐标变换以及投影算法, 设计和分析了
一种分散自适应输出反馈控制器. 仍有一些问
题需要进一步考虑, 如如何设计其他分散自适
应控制器, 使其适用于更一般的时变关联系统.
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