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摘要:在多维时间序列的图模型中引入信息论方法,提出了多维时间序列中各分量之间直接线性联系存在性的
互信息检验．定义了线性条件互信息图,图中的结点表示多维时间序列的分量,结点间的边表示各分量之间存在的
直接线性相依关系．提出了分量之间条件线性联系存在性的信息论检验方法．图中边的存在性用基于线性条件互

信息的统计量检验,统计量的显著性用置换检验决定．应用到实例中的结果表明本文的方法能迅速准确的捕捉各
分量之间的直接线性联系．
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Graphical models for multivariate time series based on
conditional mutual information
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Abstract: The information theory is introduced for graphical models of multivariate time series. A method for test-
ing direct linearity between two components is proposed. A class of graphical models, called linear conditional mutual
information graph, is defined. The vertex set denotes the components of the series and the edges denote the direct linear
dependence structure of the components. The presence of the edges is tested by a statistics based on linear conditional
mutual information. The permutation procedure is used to determine the significance of the test statistics. Finally, the
method is applied to a real series, and the results show that the method can efficiently capture the direct linear dependence
between the components.
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1 引引引言言言(Introduction)
研究分量间存在的线性和非线性相依关系以得

到系统内部的信息已成为多维时间序列在工程应

用中的一个重要方面．作为分析多元数据的一个

重要工具, 图模型在研究变量间的相依关系上得
到了广泛的应用．Dahlhaus[1]引入了图模型刻画多

维时间序列分量间的相依结构, 建立了条件偏相关
图．序列的每一个分量用图中的一个顶点表示, 条
件偏相关图的边反映了几个随机变量间的条件相

依结构, 有助于区别变量间的直接相关和间接相
关．Dahlhaus[1]用给定其他分量条件下两个分量间

的偏谱耦合来辨识图中的边, 是一种频域的研究方
法．需要用非参数方法估计谱矩阵及其逆, 检验统
计量的显著性水平基于其近似分布来确定．

信息论中的熵和互信息概念广泛用于检验时间

序列的非线性联系[2∼5]．本文用线性的信息论统计

量检验时间序列各分量间的直接线性联系,用时域
的方法研究多维时间序列的相依结构, 定义了线性
条件互信息图．用线性条件互信息度量给定所有

其他分量的条件下, 两个分量间的条件线性联系的
存在性．用置换检验确定检验统计量的显著性水

平．与传统的多维时间序列分析方法, 如互相关矩
阵方法相比,图模型方法更加直观的揭示分量间的
相依结构, 可以区分直接联系和间接联系．本文的
方法与Dahlhaus[1]的方法相比,主要有两个优点: 其
一,基于条件互信息的方法可用于各种残差分布情
形,如正态分布和指数分布等; 其二,用置换检验确
定检验统计量的显著性, 避免了用非参数方法估计
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谱矩阵和求逆矩阵运算．线性条件互信息的非线性

对应—-广义条件互信息,可直接用于条件独立性的
检验．最后用美国政府债券数据作为实例验证了本

文提出的方法确实可行且有效.
2 多多多维维维时时时间间间序序序列列列的的的线线线性性性条条条件件件互互互信信信息息息

图图图(Linear conditional mutual information
graph for multivariate time series )
本节引入多维时间序列的线性条件互信息图,其

中涉及信息论中关于熵和互信息的一些基本概念,
见参考文献[4]．
设X(t) = (X1(t), · · · , Xk(t))T, t ∈ Z为一多

维严平稳时间序列．图中的顶点表示各分量序

列, 即V = {1, · · · , k}．边(a, b)不存在的条件为:
给定序列的其他分量Yab(t) = (Xj(t), j 6= a, b)的
条件下, Xa(·)和Xb(·)是条件独立的．令xa =
(Xa(t); t ∈ Z), yab = (Yab(t); t ∈ Z),即

(a, b) /∈ E ⇔ xa⊥xb|yab. (1)

考虑到本文的主要目的是研究各分量序列之间

的联系结构, 因此在建立图模型时只需要考虑两
个分量之间联系的存在性．以检验Xa(·)和Xb(·)之
间的条件独立性为例, 研究Xa(t)和Xb(t − m)之间
及Xb(t)和Xa(t − m),m ∈ Z+之间的条件独立性,
理论上需要去掉过去和将来所有其他随机变量的影

响,实际应用中只需要去掉其他序列从时刻t−m到

时刻t的随机变量的影响．

设Y m+1
ab (t) = (Yab(t), · · · , Yab(t −m)),给定所

有变量Y m+1
ab (t)的条件下, Xa(t)和Xb(t−m)之间的

条件互信息为

I(Xa(t), Xb(t−m)|Y m+1
ab (t)) =

−H(Y m+1
ab (t), Xa(t), Xb(t−m)) +

H(Xa(t), Y m+1
ab (t)) + H(Xb(t−m),

Y m+1
ab (t))−H(Y m+1

ab (t)). (2)

记

Z(t)=(Y m+1
ab (t)), Za(t)=(Xa(t), Y m+1

ab (t)),

Zb(t) = (Xb(t−m), Y m+1
ab (t)),

Zab(t) = (Xa(t), Xb(t−m), Y m+1
ab (t)),

式(2)简化为
I(Xa(t), Xb(t−m)|Z(t)) =

−H(Zab(t))+H(Za(t))+H(Xb(t))−H(Z(t)).

(3)

对于n维随机向量(X1, · · · , Xn), 设均值为0, 协
方差矩阵为Σ．定义线性熵H l(X1, · · · , Xn)为

H l(X1, · · · , Xn) =
n

2
ln(2π) +

1
2

ln |Σ| . (4)

当随机变量X1, · · · , Xn的联合分布是n维Gauss

分布时, 线性熵H l(X1,· · ·, Xn)和熵H(X1,· · ·, Xn)
在理论上是等价的．线性熵、线性互信息和线性条

件互信息只对线性结构敏感, 可以用来度量直接和
间接线性相关联系．

用Σ,Σa,Σb,Σab分别表示前面所构造的随机向

量Z(t),Za(t),Zb(t),Zab(t)的协方差矩阵．则根据
式(3)和(4), 给定所有变量Y m+1

ab (t)的条件下, 随机
变量Xa(t)和Xb(t−m)之间的线性条件互信息为

Il(Xa(t), Xb(t−m)|Y m+1
ab (t)) =

1
2

ln(
|Σa||Σb|
|Σab||Σ|). (5)

由条件互信息的相关性质可直接得到线性条件

互信息的如下结果:
定定定理理理 1 给定所有变量Y m+1

ab (t)的条件下,
Xa(t)和Xb(t−m)线性无关等价于

Il(Xa(t), Xb(t−m)|Y m+1
ab (t)) = 0.

定定定义义义 1 令X(t) = (X1(t),· · ·, Xk(t))T, t∈Z为
一多维严平稳时间序列．图G=(V, E),对应的顶点
集为V ={1,· · ·, k}．令(a, b) /∈E当且仅当Il(Xa(t),
Xb(t −m)|yab) = 0,且 Il(Xb(t), Xa(t −m)|yab)=
0,m∈Z+成立,则称G = (V, E)为多维时间序列的
线性条件互信息图, 简记为LCMIG (linear condi-
tional mutual information graph)．
注意到线性条件互信息是条件相依的一个无界

度量．这里用线性条件互信息的一个变换作为检验

统计量:

δl
XaXb|Yab

(m) =

1− exp(−Il(Xa(t), Xb(t−m)|Y m+1
ab (t)) =

1−
√
|Σab||Σ|
|Σa||Σb| . (6)

容易推出δl
XaXb|Yab

(·) ∈ [0, 1).
定定定理理理 2 设G = (V, E)是多维时间序列的线性

条件互信息图,则成立

(a, b) /∈ E ⇔ δl
XaXb|Yab

(·) ≡ 0, δl
XbXa|Yab

(·) ≡ 0.

3 多多多维维维时时时间间间序序序列列列线线线性性性条条条件件件互互互信信信息息息图图图的的的

建建建立立立(The construction of linear conditional
mutual information graph for multivariate
time series)
设得到一个样本量为n的k维时间序列, 建立与

之对应的图模型, 根据定理2, 两个顶点间没有边相
连等价于顶点表示的两个分量时间序列不同时刻的

随机变量之间不存在线性相依联系．因此, 通过检
验统计量δl

XaXb|Yab
(m)和δl

XbXa|Yab
(m),m ∈ Z+是

否为0来建立多维时间序列的线性条件互信息图
模型．

检验统计量δl
XaXb|Yab

(m)的估计可由相应随
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机向量Z(t),Za(t),Zb(t),Zab(t)的协方差矩阵Σ,Σa,
Σb, Σab的估计Σ̂,Σ̂a,Σ̂b,Σ̂ab计算得到

δ̂l
XaXb|Yab

(m) = 1−
√
|Σ̂ab||Σ̂|
|Σ̂a||Σ̂b|

. (7)

建立原假设:
H0: 给定序列中所有其他变量Yab(t)的条件下,

随机变量序列Xa(·)和Xb(·)是线性无关的．
在原假设成立的条件下, δl

XaXb|Yab
(m) = 0和

δl
XbXa|Yab

(m) = 0,对所有的m ∈ Z+成立,由于笔者
主要考虑的是Xa(·)和Xb(·)之间的联系, 因此在各
分量独立的条件下, 对各分量的样本分别进行置换
所得到的样本对应分量之间仍是独立的, 这里用置
换检验来判定原假设是否成立．由于样本量的局限

性, 滞后值m从集合m ∈ {0, 1, · · · ,M − 1,M}中
取得,其中M为事先设定的正整数．在实际应用中,
可通过分析样本协方差矩阵初步获得．

检验步骤:
1) 计算多维时间序列X(t)的δ̂l

XaXb|Yab
(m), m ∈

{0, 1, · · · ,M − 1,M} , a, b ∈ {1, · · · , k}.
2) 分别随机置换时间序列X1(t), · · · , Xk(t). 得

到X̃(t) = (X̃1(t), · · · , X̃k(t))
′.

3) 计算序列 X̃(t) 的检验统计量值, 记为
δ̃l

X̃aX̃b|Ỹab
(m).

4) 重复2)3)步B次．

5) 计算单边bootstrap p值:
p̂XaXb|Yab

(m) =

(1 + #[δ̃X̃aX̃b|Ỹab
(m) > δ̂XaXb|Yab

(m)])/(1 + B).

6) 对于选定的显著性水平α,如杲p̂XaXb|Yab
(m)

6 α, 则拒绝Xa(t)和Xb(t − m)之间线性无关的原
假设．

7) 对于多维时间序列 X(t), 计算出所有的
p̂XiXj |Yij

(m), i, j ∈ V, i 6= j,则在图G = (V, E)中:
(i, j) ∈ E ⇔ ∃m, p̂XiXj |Yij

(m) 6 α

或 p̂XjXi|Yij
(m) 6 α.

4 实实实例例例分分分析析析(Example analysis)
为了检验本文提出的多维时间序列的线性条件

互信息图模型方法可以有效的表示各类多维时间序

列分量之间的直接线性联系,对实际数据进行了验
证, 结果表明本文的方法确实可以准确描述多维时
间序列各分量间的相依结构．

图 1 到期日分别为30年、20年、10年、5年和1年的美国政府债券月简单收益序列的时间点图
Fig. 1 Time plots of monthly simple returns of five indexes of U.S. government bonds with maturities

in 30 years, 20 years, 10 years, 5 years, and 1 year
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考虑30年、20年、10年、5年和1年共5个不同到
期日的美国政府债券从1942年1月到1999年12月
的月简单收益率数据[6],共696个观测值．令Xt =
(X1t, · · · , X5t)T为按到期日递减顺序排列的收益
序列．图1为在相同尺度上Xt的的时间点图．

根据上节提出的检验方法,滞后选择m = 0, 1,

· · · , 10, 得到B = 199组置换样本, 计算出各分
量之间的pXiXj |Yij

(m), i, j = 1, · · · , 5, i 6= j．虽

然统计量δl
XaXb|Yab

(m),m ∈ Z+不是对称的,
即 δl

XaXb|Yab
(m) 6= δl

XbXa|Yab
．但 δl

XaXb|Yab
(m)和

δl
XbXa|Yab

之间成立关系式: δl
XaXb|Yab

(m) =
δl
XbXa|Yab

(−m),m ∈ Z+．因此为方便起见, 把
pXiXj |Yij

(m) 和 pXjXi|Yij
(m) 画到一个图上, 即

pXiXj |Yij
(−m) = pXjXi|Yij

(m)．各收益序列之间
联系存在性的检验结果见图2,其中虚线表示显著
性水平α = 0.05．

图 2 5个美国政府债券月简单收益数据各分量的p值

Fig. 2 The values of p for the components of monthly simple

returns of five indexes of U.S. government bonds

尽管在一些滞后值上稍微超出了检验界, 检

验表明一些序列在给定其他序列的条件下是条

件无关的．从图2得到条件互信息图3是很合理

的．图中的顶点(1, 2, 3, 4, 5)分别表示分量序

列(X1t, X2t, X3t, X4t, X5t)．

图 3 根据图2得到的LCMIG

Fig. 3 LCMIG from Fig.2

图3正确反映了30年、20年、10年和5年到期债

券之间及10年、5年和1年到期债券之间存在直接

相关关系,证实了不同期限(中长期和短期)债券收

益分别受到各种因素的不同程度的影响．

通过序列的同期互相关矩阵[6]:

ρ̂0 =




1.00 0.98 0.92 0.85 0.63

0.98 1.00 0.91 0.86 0.64

0.92 0.91 1.00 0.90 0.68

0.85 0.86 0.90 1.00 0.82

0.63 0.64 0.68 0.82 1.00




得到的序列之间相依联系结构图为图4．

图 4 根据互相关矩阵得到的图

Fig. 4 Graph from cross correlation matrix

比较图3和图4: 图3中的边反映了几个分量之

间的条件相依结构, 特别是可以区别直接和间接

相关．X1t和X5t,X2t和X5t之间没有边, 但它们分

别与X3t和X4t之间都有直接联系, 这表明X1t和

X5t,X2t和X5t通过X3t和X4t发生间接联．而直接

相关分析反映出相反的结论, 因为X1t和X5t, X2t

和X5t之间的相关系数很大,分别为0.63和0.64．
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6 结结结论论论(Conclusions)
本文定义了描述多维时间序列分量间直接线

性相依结构的线性条件互信息图, 提出了检验边
存在性的信息论统计量和置换检验方法．实例分

析结果表明,对于各种不同结构的线性模型,检验
方法可以准确揭示分量之间的相依联系, 建立描
述多维序列相依结构的图模型．并且模型的残差

分布不必限制为正态分布．由于定义的局限, 线
性条件互信息图只反映了模型的线性联系．但是,
基于信息论的线性检验对于用广义互信息建立研

究多维时间序列分量间非线性相依结构的图模型

提供了基本方法,这也是今后研究的一个内容．
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