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摘要:针对柔性机械手动力学方程的非最小相位特点,本文提出一种柔性机械手的终端滑模控制方法,将关节电
机转角和柔性模态变量的线性组合定义为柔性机械手系统的输出.通过输入输出线性化,将系统分解为输入输出子
系统和零动态子系统.设计终端滑模控制策略,使输入输出子系统在有限时间收敛到零;利用混沌遗传算法优化控
制器的设计参数,使零动态子系统在平衡点附近渐近稳定,从而保证整个系统的渐近稳定. 本文提出的方法设计过
程简单,易于实现. 仿真结果证明了设计的有效性.
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The optimal design of terminal sliding controller for flexible
manipulators based on chaotic genetic algorithm

ZHANG Niao-na1,2, ZHANG De-jiang1, FENG Yong2

(1. Department of Automation, Changchun University of Technology, changchun Jilin 130012, China;
2. Department of Electrical Engineering, Harbin Institute of Technology, Harbin Heilongjiang 150001, China)

Abstract: To deal with the non-minimum-phase characteristic, a terminal sliding mode control strategy is proposed
for a two-link flexible manipulator. The system output is redefined as a function of the joint angles and the variables
of the flexible modes. Through input-output linearization, the system is decomposed into input-output subsystems and
zero-dynamics subsystems. A terminal sliding mode control strategy is designed to make the outputs of the input-output
subsystems converge in a finite time. By adjusting the parameters in the optimal controller, which is designed by chaotic
genetic algorithm, the outputs of the zero-dynamics subsystems will be made asymptotically stable at the equilibrium point.
Thus, the original two-link flexible manipulator control system is guaranteed to be asymptotically stable. The control design
procedure is simple and easy to be implemented. Simulation results are presented to validate the design.
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1 引引引言言言(Introduction)
柔性机械手采用较轻的材料作为机械手的杆件,

具有高负载/自重比、低能耗、高速、适用于直接驱
动模式等优点. 这使得柔性机械手在机器人的应
用领域极具吸引力. 但是柔性机械手系统是强耦
合、非线性、时变、多输入多输出的分布参数系统,
且本身固有振动特性,动力学行为非常复杂,对控制
器的设计提出了很高的要求, 一些常用的控制策略
有: PID控制[1],变结构控制[2,3],自适应控制[4]等. 近
来, 有研究人员提出了一种重新定义输出的解决方
法[5],使得在新的系统输出定义下,柔性机械手系统
在平衡点附近由非最小相位系统变为易于控制的最

小相位系统[1].

本文利用重新定义系统输出的思想, 将关节电
机转角和柔性模态变量的线性组合作为柔性机械手

系统的输出,通过输入输出线性化,将系统分解为输
入输出子系统和内部子系统两部分; 并在此基础上
提出了一种终端滑模控制策略,使得输入输出子系
统有限时间收敛, 并利用混沌遗传算法优化控制器
的6个设计参数,使柔性机械手系统的零动态子系统
在平衡点附近渐进稳定, 从而保证整个柔性机械手
系统的渐近稳定.

2 双双双臂臂臂柔柔柔性性性机机机械械械手手手的的的动动动力力力学学学模模模型型型(Dynamic
model of two-link flexible manipulators )
采用文献[6]推导出的双臂柔性机械手动力学模

型. 该模型如图1所示. 通过两个安装在关节处的电
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机驱动两个柔性臂转动, OX0Y0为固定的参考坐标,
OX1和O′X2为视两个柔性机械手臂为刚性时的中

心线, OX1Y1和O′X2Y2为分别绕中心O和O′旋转的
局部坐标.

图 1 双臂柔性机械手模型示意图

Fig. 1 A two-link flexible manipulators

双臂柔性机械手的动力学方程简述如下[6]:

M(θ, q)
[
θ̈

q̈

]
+

[
fr + E1θ̇

ff + Kq + E2q̇

]
=

[
I

0

]
u(t),(1)

其中: θ∈R2为关节电机转角向量; q∈R2r为柔性模

态向量; u∈R2为控制转矩向量; fr∈R2和ff∈R2r分

别受重力、哥氏力和离心力影响的项; E1∈R2×2;
E2∈R2r×2r分别为正定阻尼矩阵; K∈R2r×2r为正定

刚度矩阵; M∈R2(r+1)×2(r+1)为正定惯量矩阵.
柔性机械手的端点位移为:

yi(Li, t) = Liθi +
r∑

j=1

φiejqij = Liθi + ΦT
ieqi, (2)

其中i=1, 2. 本文的控制目的为:调节柔性机械手的
端点位移从任意的初始状态精确且快速的到零, 既
实现柔性机械手端点的点到点的调节.

3 双双双臂臂臂柔柔柔性性性机机机械械械手手手终终终端端端滑滑滑模模模控控控制制制(Terminal
sliding control of two-Link flexible manipu-
lators)
由于柔性机械手系统从转矩输入到端点位移输

出的传函为非最小相位,当控制有界时,这个特性阻
碍端点位移渐近跟踪期望轨迹, 本文将关节电机转
角变量和柔性模态变量的线性组合重新定义为柔性

机械手系统的输出,并根据重新定义的系统输出对
柔性机械手系统进行输入输出线性化, 将其分解为
由重新定义的输出构成的输入输出子系统和由柔性

模态构成的内部子系统两部分.
首先定义矩阵N(θ, q)如下:

N(θ, q)=M−1(θ, q)=
[
N11(θ, q), N12(θ, q)
N21(θ, q), N22(θ, q)

]
. (3)

定义系统状态变量为: x = [θT, qT, θ̇T, q̇T].

将柔性机械手系统方程(1)重新写为如下形式:

ẋ = f(x) + g(x)u, (4)

f(x)=




θ̇

q̇

−N11(fr+E1θ̇)−N12(ff +Kq+E2q̇)
−N21(fr+E1θ̇)−N22(ff +Kq+E2q̇)


 ,

g(x) =
[
0 0 N11(θ, q) N21(θ, q)

]
.

重新定义柔性机械手系统的输出z(t)如下:

z(t) = λ0θ(t) + λ1q(t) = gT
1 x(t), (5)

式 中: gT
1 =[λ0, λ1, 0, 0], 设 计 参 数λ0和λ1分 别

为2×2维和2×2r维对角阵, 且λ0对角线上的各个元

素均为非零值,其选择将在后面详细说明.
下面对柔性机械手系统(4), 根据重新定义的输

出(5),进行输入输出线性化. 对式(5)两次求导后,得
到系统(4)的输入输出子系统如下:

z̈(t) = α(λ0, λ1, x) + β(λ0, λ1, x)u(t), (6)

β(λ0, λ1, x) = [λ0N11(θ, q) + λ1N21(θ, q)],

α(λ0, λ1, x) = [−(λ0N11 + λ1N21)(fr + E1θ̇)−
(λ0N12+λ1N22)(ff +Kq+E2q̇)].

本文提出一种终端滑模控制器,利用终端滑模有
限时间到达的特点, 使得输入输出子系统有限时间
收敛. 首先引入如下终端滑模超曲面s(t):

s(t) = z(t) + c1ż
p/q(t), (7)

式中c1 = diag{c11, c12}, c11, c12 > 0, p > q为奇数.
下面提出引理1,证明本文提出的终端滑模控制策略
可以保证输入输出子系统有限时间收敛.

引引引理理理 1 对于输入输出子系统(6), 如果终端滑
模超曲面选取为式(7)的形式, 控制输入u(t)设计为
式(8)形式:

u(t) = ueq(t) + un(t), (8)

ueq =−β−1(λ0, λ1, x)(α(λ0, λ1, x)+
q

p
c−1
1 ż2−p/q),

un =−β−1(λ0, λ1, x)
q

p

(
sTc1diag

(
żp/q−1

))T

‖sTc1diag (żp/q−1)‖2 η ‖s‖ ,

式中: 假设β(λ0, λ1, x)可逆, η > 0为设计参数. 则输
入输出子系统(6)的状态z(t)和ż(t)将在有限时间内
收敛到零.

证证证 选取Lyapunov函数V (s)=0.5sTs, 对V (s)求
导,并将控制律(8)代入,得

V̇ (s) = sTṡ = sT(ż + c1

p

q
żp/q−1z̈) =

sT(ż+c1

p

q
żp/q−1(α(λ0, λ1, x)+β(λ0, λ1, x)u))=
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p

q
sTc1diag{żp/q−1}β(λ0, λ1, x)un 6 −η ‖s‖ ,

即当‖s‖6=0时, V̇ (s)<0. 因此, 系统(6)将在有限时
间ts=η−1

√
2|V 1

2 (0)| 到达滑模面, 在滑模面上滑
动到原点的时间为tri=p[c1i(p − q)]−1z

1−q/p
i (ts),

i = 1, 2, 因此, 输入输出子系统状态从任意初始
状态滑动到原点的有限时间为tR= max

i=1,2
(tri) + ts.

综上所述, 如果终端滑模超曲面选取为式(7),
控制输入u(t)设计为式(8)的形式, 则输入输出子系
统(6)的状态将在有限时间内收敛到零.
由于柔性机械手系统为2(r + 1)维,输入输出子

系统仅为2维,其余2r维的系统状态即为柔性模态变

量,构成了柔性机械手系统的内部子系统.从系统方
程(4)得到

q̈=−N21(fr+E1θ̇)−N22(ff +Hq+E2q̇)+N21u.

柔性机械手系统的内部子系统动力学方程十分

复杂,难以对其进行分析,一般代之以研究零动态子
系统的特性. 根据输入输出子系统(6),得

z̈(t) = α(λ0, λ1, x) + β(λ0, λ1, x)u(t) = 0,

解得: u(t)=−β−1(λ0, λ1, x)α(λ0, λ1, x), 带入内部
子系统中,得柔性机械手系统的零动态子系统如下:

q̈ = [−N22 + N21(λ0N11 + λ1N21)−1(λ0N12 +

λ1N22)](ff + Hq + D2q̇). (9)

将零动态子系统(9)在平衡点x=0处线性化. 定
义Ω为x=0的邻域, 在Ω域上将式(3)中的矩阵N ,
ff (θ, q)在x=0处按泰勒级数展开,可得:

N(θ, q)|x∈Ω = N0 + fh.o.t(x), (10)

N0 = N(θ, q)|x=0 = [N110, N120;N210, N220 ],

ff (θ, q)|
x∈Ω

= fh.o.t(x), (11)

将式(10)(11)都带入零动态子系统(9)中,可得:[
q̇

q̈

]
= A(λ0, λ1)

[
q

q̇

]
+

[
0

fh.o.t(x)

]
, (12)

A(λ0, λ1) =
[
0, I;−P0K,−P0E2

]
,

P0 = N220 −N210(λ0N110 + λ1N210)−1 ·
(λ0N120 + λ1N220).

如果在系统平衡点处线性化后的系统是严格稳

定的, 即A(λ0, λ1)的特征值严格保证在复平面的左
半平面,则原非线性系统的平衡点是渐近稳定的.

引引引理理理 2 如果λ0和λ1选取适当的值, 使得
式(12)中矩阵A(λ0, λ1)的特征值全为负值, 则系统
的零动态子系统(9)将在平衡点处渐近稳定.

证证证 由文献[7]中的定理3.1, 如果λ0和λ1选取适

当的值, A(λ0, λ1)的特征值全为负值,则柔性机械手
系统的零动态子系统(9)在平衡点处局部渐近稳定.
综合上面的引理1和引理2, 提出柔性机械手终端滑
模控制系统设计的定理1如下:

定定定理理理 1 对柔性机械手系统(4), 如果按式(5)重
新定义其输出, 选取合适的参数λ0和λ1, 使得
式(12)的矩阵A的特征值严格为负值, 并且终端滑
模选取为式(7),滑模控制器u(t)设计为式(8)的形式,
则系统(4)将在平衡点附近渐近稳定.

证证证 根据参数λ0和λ1, 按式(5)对柔性机械手系
统(4)作输入输出线性化, 得到输入输出子系统(6).
由引理1可知, 如果终端滑模选取为式(7), 滑模控
制器u(t)设计为式(8)的形式, 输入输出子系统将在
有限时间内收敛到零. 由引理2可知, 如果选取参
数λ0和λ1使得式(12)的矩阵A的特征值严格为负值,
零动态子系统将在平衡点处渐近稳定. 因此原系
统(4)也将在系统原点附近渐近稳定,即原系统的端
点位移输出也渐近收敛到零.

4 利利利用用用混混混沌沌沌遗遗遗传传传算算算法法法进进进行行行参参参数数数的的的优优优化化化设设设

计计计(Optimization design of parameters based
on chaos genetic algorithm)
本文采用混沌遗传算法(GA)对柔性机械手零动

态子系统的参数矩阵A 中的参数λ0和λ1进行寻优,
使得设定的系统性能指标最优.
首先将待寻优的参数λ0 = diag{λ1, λ2}和λ1 =

diag{λ3,λ4,λ5,λ6}表示为遗传算法的基因,所有的基
因串联起来组成个体,多个个体组成群体,初始种群
采用随机方法生成. 本文采用下列二次型性能指标
作为适应度函数(13):

J =
1
2

w ∞
0

(xTQx)dt, (13)

并满足约束条件: I= max
16j68

Re [λj (A)]< 0 , 式中,

Q∈R12×12为正定对称阵, x为式(12)中的状态向量.
下面利用单点交叉算子和基本位变异算子对父本进

行操作,以产生新个体.令种群的交叉概率Pc和变异

概率Pm随父串的适应度值进行自适应调整
[8]:

pc(m)=





k1

fmax(m)− fc(m)
fmax(m)− f̄(m)

, fc(m) > f̄(m),

k3, fc(m) < f̄(m),

pm(m)=





k2

fmax(m)−fm(m)
fmax(m)−f̄(m)

, fm(m) > f̄(m),

k4, fm(m) < f̄(m),

式中: m为遗传代数; fmax(m),f̄(m)分别为种群中
最大、平均适应度函数值; fm(m)为变异串的适应
度函数值; fc(m)为交叉串中的较大适应度函数值;
0 < k1, k2, k3, k4 6 1.
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为防止GA算法的过早收敛, 利用混沌运动的随
机性、遍历性、规律性和对初值的敏感性等特点,
构成混沌插入算子更新群体中的部分个体[9]. 采
用Logistic映射zk+1=µzk(1−zk)产生混沌序列{zk},
式中, k=0, 1, 2,· · · , z0∈(0, 1). 当µ=4时, {zk}为完
全混沌状态. 选取新群体中的适应度较小的90%的
个体λ∗s=λsi, λsi∈(ai, bi), i=1, · · · , 6, s=1, · · · , r;
通过参数变换y∗si=(si−ai)/(bi−ai), 映射到[0, 1]区
间后形成矩阵y∗∈Rr×6; 再通过Logistic映射得到混
沌序列zk, k = 1, 2, · · · , 6r,并形成矩阵y = {yij} ∈
Rr×6, yij = z6i+j , i = 1, · · · , r; j = 1, · · · , 6. 将混
沌序列矩阵y加到参数矩阵y∗,得y∗

′
=(1−α)y∗+αy,

式中α = 1− [(m− 1)/m]β , m为进化代数, 0 < α <

1. 对矩阵y∗
′
进行参数反变换：λ∗

′
si = ai + (bi −

ai)y∗
′
, 变换到待优化参数的取值范围以内,得到新

的个体集合λ∗
′

s , 以进行下一代的遗传搜索操作. 利
用混沌变量对子代群体进行微小扰动并随着搜索

过程的进行逐渐调整扰动幅度, 有效地避免单纯
的GA局部收敛与早熟的问题.这样经过给定次数的
迭代处理后,最好的个体即为优化问题的最优解.
控制系统框图如图2所示.

图 2 机械手控制系统框图

Fig. 2 Portrait of manipulators control system

5 仿仿仿真真真实实实例例例(Simulation)
为了评价所提出的终端滑模控制策略的有

效性, 对柔性机械手进行仿真, 机械手的参数如
下: L1 = L2 = 0.8 m, ρ1 = 1.1718 kg/m(steel),
ρ2 = 0.5859 kg/m(steel), Mt1 = 0.5 kg, Mt2 = 0 kg,

EI1 = 544.32 N ·m2, EI2 = 68.04 N ·m2, J1 =
2.0 kg ·m2, J2 = 0.4 kg ·m2, Jh = 0 kg ·m2; 首
先说明采用混沌遗传算法优化设计参数λ0和λ1.
选取种群规模N=30, 遗传代数m =200, k1 =
1.0, k3 = 0.05, k2 = 0.5, k4 = 0.025, λi ∈
[0, 10], 仿真结果如图3所示, 可见经过200代寻
优, 利用GA算法找到了使得系统满足J最小的

控制器参数λ0 = diag{9.5279, 4.3033}和λ1 =
diag{0.1208, 2.8367, 0.7565, 0.4048}. 然后根据定
理1设计控制器, c1 = 0.5, p/q = 5/3. 系统状态
初值选取如下: θ1(0) = 1, θ2(0) = 0.5, 其他参数
的初值为0. 仿真结果如图4, 5. 图4为机械手的端
点位移y1(L1, t)和y2(L2, t),可见端点位移能够在有
限时间快速收敛到零. 图5为两个机械臂的控制转
矩u1(t)和u2(t),可见系统实现了终端滑模控制.
由仿真结果可见,采用本文提出的终端滑模控制

策略实现了机械手端点位移渐近有限时间快速收敛

到零. 与文献[5]相比, 重新定义的系统输出中的设
计参数由原来的2个增至6个,参数的取值范围由原
来的[0, 1]之间取值增至整个实数范围内取值,使得
保证零动态子系统稳定的设计参数选择余地增大,
系统的收敛速度加快.

图 3 适应度函数J的优化进程

Fig. 3 Fitness function

图 4 机械手的端点位移y1, y2

Fig. 4 Tip position y1, y2
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图 5 机械臂的控制输入u1, u2

Fig. 5 Control input u1, u2

6 结结结论论论(Conclusion)
本文采用重新定义柔性机械手系统的输出,使其

零动态子系统在平衡点附近为最小相位系统;提出
的终端滑模控制策略可以保证输入输出子系统的状

态在有限时间内收敛到零, 并通过混沌遗传算法优
化设计控制器的参数, 保证柔性机械手系统的零动
态子系统的平衡点渐近稳定. 所提方法设计过程简
单,易于实现,并且重新定义的系统输出中的设计参
数多, 使得保证内部子系统稳定的设计参数选择余
地增大.可以有效地抑制柔性机械手系统的振动,从
而保证整个柔性机械手系统的渐近稳定.
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