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摘要:对一类网络控制系统,研究了变时延和数据丢包对闭环系统稳定性的影响.基于Lyapunov-Krasovskii方法,
给出了闭环系统的稳定条件,该条件不依赖于时延变化率的上界. 通过求解一个适当的线性矩阵不等式(LMI)得到
控制增益矩阵,求解时不需要对矩阵的结构进行限制,也不必使用重复迭代.最后,给出了一个数值例子以说明方法
的有效性.
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Abstract: The stability of networked control systems, subjected to time-varying delay and data-packet-dropout is con-
sidered. Based on Lyapunov-Krasovskii approach, new stability criteria, which are irrelevant to the bound of the derivative
of the delay, are proposed for the closed-loop systems. The controller gain matrix is obtained by solving a linear matrix
inequality (LMI). No constrain is imposed to the matrix structure, and no iterative operation is employed. A numerical
example is given to illustrate the effectiveness of the proposed method.
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1 引引引言言言(Introduction)
网络控制系统(NCSs)是当今研究的热点问题之

一[1,2], 很多学者对其稳定性[3]和性能[4∼6]进行了分

析. 时延和丢包是网络控制中的基本问题, 引起了
人们的广泛关注[7∼10]. 其中, 文[8]针对一类具有
数据丢包和时变时延的网络系统, 基于Lyapunov-
Krasovskii方法, 利用线性矩阵不等式工具, 在时延
慢变(时延变化率小于某个给定常数)的前提下, 给
出了保证闭环系统稳定的控制器设计方法. 由于等
待时延在网络诱导时延中起主导作用, 往往是快变
的(难以确定时延变化率的上界),因而对大多数网络
控制系统来说, 研究快变时延更具实际意义[10]. 快
变时延通常是基于Razumikhin方法进行处理, 相比
于Lyapunov-Krasovskii方法,得到的条件往往较为保
守[13]. 文[12]基于Lyapunov-Krasovskii方法, 针对一
类区间快变时延系统,利用线性矩阵不等式给出稳

定性条件.但是利用这一结果进行控制器设计时,往
往需要求解一个非线性矩阵不等式, 一般是通过限
制矩阵变量的结构[11]或使用迭代算法[14]进行求解,
前者较为保守, 后者需要大量计算时间, 不利于实
时控制.本文针对闭环网络控制系统中存在快变时
延和数据包丢失的情况,基于Lyapunov-Krasovskii方
法,运用线性矩阵不等式工具,给出了一类新的时延
依赖稳定性准则.在此基础上进行控制器设计时,没
有对矩阵变量进行结构限制或使用迭代算法, 通过
适当引入不等式, 控制增益矩阵可以通过线性矩阵
不等式的求解得到.

2 主主主要要要结结结果果果(Main results)
考虑如下结构的网络控制系统[8],如图1所示: 被

控对象的状态空间模型为

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t), (1)
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其中(A,B)是适当维数的实常数矩阵, 有关网络和
系统的假设如下:

假假假设设设 1 (A,B)可镇定;

假假假设设设 2 传感器节点, 控制器节点采用时钟驱
动,执行器节点采用事件驱动,网络中各节点时钟同
步.控制器取为

u(t) = Kx̄(tk), t ∈ [tk, tk+1), k = 1, 2 · · · , (2)

其中K是控制增益矩阵.

图 1 网络控制系统

Fig. 1 Networked control systems

由假设及图1所示的时序可见, 数据由传感器
采样, T为采样周期, tk是采样时刻. HT ,ST 分别为

零阶保持器和采样器, 控制器节点具有存放每个
传感器节点数据的缓存区(Buffer), 采样数据通过
网络通道(NC)传输至缓冲区, 控制器节点利用缓
存区内数据计算控制量, 并输出. 由于网络带宽
受限, 传输过程中会产生时延τs(t) , 又由于网络
拥塞和连接中断, 不可避免地会导致数据包丢失.
因此, 缓冲区在时刻tk 的输出可以表示成x̄(tk) =
x(tk − d(k)T − τs(t)), d(k) ∈ {

0, 1, · · · , d̄
}
为丢

包数目,从x̄(tk)更新时刻开始计算, d̄ ∈ Z+ 为已知

常数. 记

h(t) = t− tk + d(k)T + τs(t). (3)

假定h(t)满足条件[12]: 0 6 hm 6 h(t) 6 hM .
将x̄(tk) = x(t− h(t))代入式(1),得到闭环系统

ẋ(t) = Ax(t) + BKx(t− h(t)),

t ∈ [tk, tk+1), k = 1, 2, · · · , (4)

在给出主要结果之前,首先介绍下面引理.

引引引理理理 1 (积分不等式)[12] 对任意矩阵W ∈
Rn×n, W = WT > 0, 0 < hm 6 h1(t) 6 h2(t) 6
hM 及向量值函数w : [hm, hM ] → Rn,以下不等式
成立

(
w h2(t)

h1(t)
w(s)ds)TW (

w h2(t)

h1(t)
w(s)ds) 6

(h2(t)− h1(t))(
w h2(t)

h1(t)
wT(s)Ww(s)ds), (5)

针对闭环系统(4),导出以下的时延依赖稳定性条件.

定定定理理理 1 对给定的常数hM > hm > 0和增益矩
阵K,如果存在矩阵P > 0, Q > 0, R > 0, S > 0,

使得下面的矩阵不等式

Σ1 =




Σ
(1)
11 Σ

(1)
12 Σ

(1)
13 ATR ATS

∗ Σ
(1)
22 0 (BK)TR (BK)TS

∗ ∗ Σ
(1)
33 (BK)TR (BK)TS

∗ ∗ ∗ −h̃avR 0
∗ ∗ ∗ ∗ −δ̃S




<0 (6)

成立,则闭环系统(4)渐近稳定,其中:

h̃av = 1/hav,

δ̃ = 1/2δ,

hav = (hm + hM)/2,

δ = (hM − hm)/2,

Σ
(1)
11 = PA + ATP + Q− h̃avR,

Σ
(1)
12 = PBK + h̃avR,

Σ
(1)
13 = PBK,

Σ
(1)
22 = −Q− h̃avR,

Σ
(1)
33 = −2δ̃S.

证证证 利用牛顿–莱布尼兹公式

x(t− h(t)) = x(t− hav) +
w t−h(t)

t−hav

ẋ(s)ds,

将闭环系统(4)转化为

ẋ(t)=Ax(t)+BK[x(t−hav)+
w t−h(t)

t−hav

ẋ(s)ds].

(7)

选取Lyapunov-Krasovskii泛函

V (x(t)) = xT(t)Px(t) +
w t

t−hav

xT(s)Qx(s)ds +
w 0

−hav

w t

t+θ
ẋT(s)Rẋ(s)dsdθ +

w −hav+δ

−hav−δ

w t

t+θ
ẋT(s)Sẋ(s)dsdθ, (8)

其中: P > 0, Q > 0, R > 0, S > 0是式(6)的解,
则

V̇ (x(t)) =

2xT(t)Pẋ(t)+xT(t)Qx(t)−xT(t−hav)Qx(t−
hav)+ havẋ

T(t)Rẋ(t)−
w t

t−hav

ẋT(s)Rẋ(s)ds +

2δẋT(t)Sẋ(t)−
w t−hav+δ

t−hav−δ
ẋT(s)Sẋ(s)ds, (9)

利用引理1,得到

−
w t

t−hav

ẋT(s)Rẋ(s)ds 6

− 1
hav

[x(t)−x(t−hav)]TR[x(t)−x(t−hav)], (10)
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−
w t−hav+δ

t−hav−δ
ẋT(s)Sẋ(s)ds 6

−hav − h(t)
δ

w t−h(t)

t−hav

ẋT(s)Sẋ(s)ds 6

−1
δ
(
w t−h(t)

t−hav

ẋ(s)ds)TS(
w t−h(t)

t−hav

ẋ(s)ds), (11)

将式(10)和(11)两式代入式(9),得到

V̇ (x(t)) 6 qT(t)Ξ1q(t),

其中

q(t) = [xT(t) xT(t− hav)
w t−hav

t−hav

ẋT(s)ds]T,

Ξ1 =




Ξ
(1)
11 Ξ

(1)
12 Ξ

(1)
13

∗ Ξ
(1)
22 Ξ

(1)
23

∗ ∗ Ξ
(1)
33


 ,

Ξ
(1)
11 = PA + ATP + Q− (1/hav)R +

2δATSA + havA
TRA,

Ξ
(1)
12 = PBK + (1/hav)R + 2δATSBK +

havA
TRBK,

Ξ
(1)
13 = PBK + 2δATS(BK) + havA

TR(BK),

Ξ
(1)
22 = −Q− (1/hav)R + 2δ(BK)TS(BK) +

hav(BK)TR(BK),

Ξ
(1)
23 = 2δ(BK)TS(BK) + hav(BK)TR(BK),

Ξ
(1)
33 = −(1/δ)S + 2δ(BK)TS(BK) +

hav(BK)TR(BK),

令h̃av = 1/hav, δ̃ = 1/2δ, 利用Schur补性质可知,
Ξ1 < 0等价于Σ1 < 0,进一步,由不等式(6)可得闭
环系统(4)渐近稳定. 证毕.

注注注 1 式(6)中包含4个矩阵变量P, Q, R, S,并且均出

现在Lyapunov-Krasovskii泛函中, 具有变量数目少, 物理意

义清晰的特点.

特别的, 如果假定时延是定常的, 即h(t) = h,
则δ = 0, hav = h,相应的Lyapunov-Krasovskii泛函
为

V (x(t)) = xT(t)Px(t) +
w t

t−h
xT(s)Qx(s)ds +

w 0

−h

w t

t+θ
ẋT(s)Rẋ(s)dsdθ, (12)

根据定理1,相应的稳定性准则为

推推推论论论 1 给定常数h > 0及增益矩阵K,如果存
在矩阵P > 0, Q > 0, R > 0使得矩阵不等式

Σ2 =




Σ
(2)
11 PBK + h̃R ATR

∗ −Q− h̃R (BK)TR

∗ ∗ −h̃R


 < 0 (13)

成立,则闭环系统(4)渐近稳定,其中:

h̃ = 1/h,

Σ
(2)
11 = PA + ATP + Q− h̃R.

下面的定理2给出了使得闭环系统(4)渐近稳定
的控制器(2)的设计方法.

定定定理理理 2 给定常数hM > hm > 0, 如果存在矩
阵X > 0, U > 0, Q̃ > 0, W > 0及V ,使得下面的
线性矩阵不等式

Σ3 =




Σ
(3)
11 Σ

(3)
12 BV XAT XAT

∗ Σ
(3)
22 0 V TBT V TBT

∗ ∗ Σ
(3)
33 V TBT V TBT

∗ ∗ ∗ −h̃avU 0
∗ ∗ ∗ ∗ −δ̃W




<0 (14)

成立, 则控制器(2)镇定闭环系统(4), 相应的反馈增
益矩阵为

K = V X−1, (15)

其中: h̃av, δ̃由定理1给出,

Σ
(3)
11 = AX + XAT + Q̃− h̃av(2X − U),

Σ
(3)
12 = BV + h̃av(2X − U),

Σ
(3)
22 = −Q̃− h̃av(2X − U),

Σ
(3)
33 = −2δ̃(2X −W ).

证证证 对式(6)两端同时乘以对角矩阵diag{P−1,

P−1, P−1, R−1, S−1}, 并令P−1 = X, R−1 =
U, S−1 = W,P−1QP−1 = Q̃,得到

Ξ2 =




Ξ
(2)
11 Ξ

(2)
12 BV XAT XAT

∗ Ξ
(2)
22 0 V TBT V TBT

∗ ∗ Ξ
(2)
33 V TBT V TBT

∗ ∗ ∗ −h̃avU 0
∗ ∗ ∗ ∗ −δ̃W




< 0, (16)

其中:

Ξ
(2)
11 = AX + XAT + Q̃− h̃avP

−1RP−1,

Ξ
(2)
12 = BV + h̃avP

−1RP−1,

Ξ
(2)
22 = −Q̃− h̃avP

−1RP−1,

Ξ
(2)
33 = −2δ̃P−1SP−1,

注意到

P−1SP−1 > 2P−1 − S−1 = 2X −W,

P−1RP−1 > 2P−1 −R−1 = 2X − U
∆= M,

而后者等价于[−P−1RP−1+M 0
∗ 0

]
6 0. (17)
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对其进行初等变换,即分别左乘和右乘矩阵Φ,得到[−P−1RP−1+M P−1RP−1−M

∗ −P−1RP−1+M

]
6 0, (18)

其中Φ=
[

I −I

−I I

]
,注意到式(18)等价于

[−P−1RP−1 P−1RP−1

∗ −P−1RP−1

]
6

[−M M

∗ −M

]
,(19)

显然, Ξ2 6 Σ3, 因此若存在矩阵X > 0, U >

0, Q̃ > 0, W > 0及V ,使得Σ3 < 0,则对同样的矩
阵X > 0, U > 0, Q̃ > 0, W > 0 及V , 有Ξ2 < 0,
注意到Ξ2 < 0等价于Σ1 < 0,因此,若Σ3 < 0,则闭
环系统(4)渐近稳定.
证毕.

注注注 2 定理1, 2 给出的稳定性准则包含了时延的信

息, 因此是时延依赖的. 但基于时延依赖稳定性条件设计

控制律时,往往得到的是非线性矩阵不等式,一般是对变量

结构进行限定[11]或使用迭代算法[14]进行求解, 前者较为

保守,后者要耗用大量计算时间,不利于实时控制.定理2没

有对变量结构进行限定,式(14)是线性矩阵不等式,可以利

用MATLAB中的LMI工具箱方便地进行求解.

注注注 3 通常利用Lyapunov-Krasovskii方法进行稳定性

分析时, 要求时延变化率有上界. 由于网络控制中信息采

用分时复用的方式传输,时延变化率很难界定,难于用传统

的Lyapunov-Krasovskii方法进行求解. 定理3说明: 只要时

延在给定区间[hm, hM ]内变化, 就可以利用LMI的可行性

对问题进行求解,这里去掉了对时延变化率的约束,更符合

网络控制的具体情况.

3 数数数值值值例例例子子子(Numerical examples)
例例例 1 考虑闭环系统(4),系统矩阵为

A =
[−1 −1

0 −2

]
, B =

[
1
0

]
,

初始状态取为x(0) = [0.5 1]T,不妨假设采样周期
为T = 0.1, 每个采样周期内丢包数目为1个.第k个

采样周期内等待时延取为τs(t) = 0.4 · |sin t|−t+tk,
则时延函数

h(t) = t− tk + T + τs(t) = 0.1 + 0.4 · |sin t| ,
此时hm = 0.1, hM = 0.5, 即hav = 0.3, δ = 0.2.
利用MATLAB中LMI工具箱,应用定理2,可以求得

X =
[
12.4637 0.0011
0.0011 10.9998

]
,

Q̃ =
[
19.5381 2.5690
2.5690 21.0170

]
,

U =
[
18.9274 1.1646
1.1646 18.0000

]
,

W =
[
19.7379 0.1327
0.1327 17.4198

]
,

V =
[−7.8252 3.1470

]
,

相应的反馈增益矩阵为

K =
[−0.6279 0.2862

]
.

图2和图3分别给出了状态分量的响应曲线.从仿
真曲线可以看出,定理2给出的条件可以保证闭环系
统渐近稳定.

图 2 闭环系统(4)的状态分量x1 响应曲线

Fig. 2 Response of state x1 for closed-loop system (4)

图 3 闭环系统(4)的状态分量x2 响应曲线

Fig. 3 Response of state x2 for closed-loop system (4)

4 结结结论论论(Conclusions)
本文利用Lyapunov-Krasovskii方法讨论了一类

基于具有数据丢包及区间时变时延的网络控制系统

的控制器设计问题,允许时延在给定范围内快速变
化, 通过线性矩阵不等式的求解得到了时延依赖的
闭环系统稳定性准则.准则中涉及的变量数目少;并
且每个变量均出现在Lyapunov-Krasovskii泛函中,有
明确的物理意义;不需限定矩阵变量结构或使用迭
代算法.
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