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摘要:对一类含有非匹配不确定性且有外部干扰的线性切换系统,研究了H∞滑模变结构控制问题.利用LMI技
术和单Lyapunov函数方法,设计单H∞滑模面,切换律以及子系统的变结构控制器,确保了切换系统的闭环系统为
鲁棒稳定,且具有H∞扰动衰减度γ. 系统状态到达滑模面后,该滑模面成为切换系统的全局鲁棒滑模面,可提高系
统的暂态性能和鲁棒性. 仿真例子说明所提出设计方法的有效性.
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Robust H-infinity sliding mode control for a class of uncertain
switched linear systems
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Abstract: The robust H-infinity sliding-mode variable-structure control is addressed for a class of switched linear
systems with mismatched uncertainties and external disturbances. Based on the linear matrix inequality (LMI) technique
and the single Lyapunov-function approach, a single H-infinity sliding surface, a switching law and variable structure
control laws of subsystems are designed such that the resultant closed-loop system is robustly stable and satisfied with
the H-infinity disturbance attenuation level γ. Once the state of the system reaches the sliding surface, the sliding surface
becomes a global sliding surface, improving the transient performance and robustness. A numerical example illustrates the
effectiveness of the proposed design method.

Key words: switched systems; sliding mode control; single H-infinity sliding surface

文文文章章章编编编号号号: 1000−8152(2008)03−0492−05

1 引引引言言言(Introduction)
切换系统是混杂动态系统中的一类重要模型,在

计算机磁盘驱动,智能高速公路等实际系统中有着
广泛的应用背景, 近几年已经引起国内外的广泛关
注[1∼3]. 此外, 由于在对实际对象建模过程中, 总会
存在未知因素,因此对不确定切换系统的研究具有
重要的实际价值和理论意义[4∼6].
另一方面, 变结构控制作为一种消除不确定性

影响的有效方法,具有响应速度快,鲁棒性能好等优
点[7]. 文献[8]研究了一类系统矩阵中具有非匹配不
确定性和匹配干扰的线性系统的变结构控制问题,
设计鲁棒滑模面, 确保闭环系统是二次稳定的. 文
献[9]针对一类系统矩阵中含有非匹配不确定性且
输入矩阵中含有匹配不确定性的线性系统,研究了
此类系统的变结构控制问题,设计滑模面,使系统在
滑模面上对匹配和非匹配不确定性具有完全的自适

应性.
虽然对于一般非切换系统变结构控制的研究已

得到丰富的成果,但对切换系统的变结构控制问题
的研究成果却十分有限.文献[10]针对二阶线性切换
系统,设计了确保切换系统滑模存在并能保证任意
切换稳定的变结构控制器. 但该文献仅设计了变结
构控制器,却未给出滑模面的设计方法. 文献[11]研
究了二阶线性自治切换系统的滑模面的存在问题,
估计滑模存在区域,但并未给出切换律的设计方法.
文献[12]针对线性切换系统,提出了带有滑模区的切
换系统的滑模变结构控制,在不同的滑模区内系统
状态的同一类范数递减, 设计变结构控制律用于在
子系统之间切换,确保切换系统是二次稳定的. 在对
于不确定线性切换系统的鲁棒H∞ 滑模控制问题的
研究中, 同时给出滑模面, 切换律,变结构控制器设
计方法的研究成果至今尚未见到报道.
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本文针对一类具有非匹配不确定性和外部干

扰的不确定线性切换系统, 研究鲁棒H∞ 滑模控
制问题. 同时给出切换系统的滑模面, 切换律, 子
系统的变结构控制器的设计方法. 首先, 通过求
解两个LMIs设计单H∞滑模面, 使得切换系统在滑
模面上是具有H∞ 扰动衰减度γ稳定的, 其次, 利用
单Lyapunov函数方法, 设计切换律, 然后, 设计子系
统变结构控制器, 确保切换系统状态在有限时间内
到达单滑模面. 系统的状态一旦到达滑模面,由于在
以后的切换时刻,子系统的初始状态位于滑模面上,
消除到达阶段, 单滑模面成为切换系统的全鲁棒滑
模面,提高了系统的暂态性能和鲁棒性.

2 问问问题题题描描描述述述和和和预预预备备备知知知识识识(Problem formulation
and preliminaries)
考虑如下一类含有非匹配不确定性和具有外部

干扰的切换系统



ẋ(t) =Aσx(t) + DFσ(t)Ex(t) + B[uσ(t)+

H(t)uσ(t) + fσ(x, t)] + Gω(t),

z(t) =Cx(t),

(1)

其中: x(t) ∈ Rn为系统状态; ui(t) ∈ Rm为第i个子

系统的控制输入; z(t)为调节输出; σ(t) ∈ [0,∞) →
Ξ = {1, 2, · · · , k}是一个依赖于t或状态x(t) 的
分段常值切换信号; Ai ∈ Rn×n为系统特征矩

阵; B ∈ Rn×m 为列满秩的输入矩阵, 且m < n;
D, E,G为适当维数的常数矩阵, 且矩阵E右可逆;
Fi(t)为具有Lebesguse可测元的未知矩阵函数, 满
足FT

i (t)Fi(t) 6 I; H(t)和fi(x, t)分别为输入矩阵
不确定性和非线性不确定性.
对切换系统(1),首先作如下假设:
1) 存在已知的非负常数ϕ, 0 6 ϕ < 1, 使

得‖H(t)‖ 6 ϕ;
2) 存在已知的正函数φ(x), 使得‖fi(x, t)‖ 6

φ(x), i ∈ Ξ;
3)存在正常数$,使得‖ω(t)‖ 6 $.

注注注 1 假设1)∼3)是文献中标准的假设条件,它们给

出了不确定性和外部干扰的上界,这对于变结构控制器的

设计是必要的.

本文研究的问题是, 对不确定线性切换系统(1),
首先, 设计单H∞滑模面ζ(t) = Sx(t) = 0, S ∈
Rm×n和切换律,使得下面的条件成立:

i) SB为非奇异矩阵;
ii) 在滑模面上,系统(1)对于匹配和非匹配不确

定性具有完全的自适应性;
iii) 当ω(t) = 0时, 切换系统的(n − m) 阶滑动

模态是全局渐近稳定的; 当ω(t) 6= 0时, 在滑模面
上, 对于不满足匹配条件的外部干扰具有H∞衰减

度γ;其次,设计子系统的变结构控制器,使得切换系
统(1)的闭环系统状态轨迹在有限时间内到达并驻
留于滑模面上.

注注注 2 单滑模面Sx(t) = 0是当切换系统的某个子系

统被激活时该子系统的滑模面. 设计切换系统的单滑模面

的目的是为了削减在切换过程中滑模到达过程,改善切换

系统的暂态性能,提高切换系统的鲁棒性.

为了得到本文的主要结果,需要下面的定义.

定定定义义义 1 [13] 考虑如下不确定线性切换系统{
ẋ(t) = Aσx + Bω,

z(t) = Cx(t),
(2)

对给定常数γ > 0,如果存在切换律σ = σ(x),正定
对称矩阵P 和正常数ε > 0, 使得在这个切换律下,
不等式

xT(AT
σ P +PAσ+γ−2PBBTP +CTC)x<−εxTx

(3)
成立, 则称系统(2) 是渐近稳定的且具有H∞扰动衰
减度γ.

3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
首先,定义如下n× n对称矩阵:

Γ =

{
I, B̃TD = 0,

I − EgE, B̃TD 6= 0,
(4)

其中: B̃为B 的正交补, Eg 为E 的Moore-Penrose逆.
下面采用单Lyapunov函数方法, 设计切换律.为

证明简洁仅讨论k = 2的情况, 对于k > 2的情形,
结果仍然成立.

定定定理理理 1 对于切换系统(1), 如果存在对称矩
阵X 和Y满足下式:




ΓXΓ + BY BT > 0,

B̃T(ĀΓXΓ + ΓXΓĀT + γ−2GGT+

ΓXΓCTCΓXΓ )B̃ < 0,

(5)

其中: Ā ∈ γα1,α2(A1, A2)为A1, A2的凸组合, 那么
可以设计线性单H∞滑模面:

ζ(t) = Sx(t) = BT(ΓXΓ + BY BT)−1x(t) = 0,

(6)
使得条件i)∼iii)满足.

证证证 定义如下非奇异变换矩阵:

M =
[
B̃T

S

]
=

[
B̃T

BTP−1

]
, (7)

其中P = ΓXΓ + BY BT. 因此有

M−1 =
[
PB̃(B̃TPB̃)−1 B(SB)−1

]
. (8)
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作如下变换:[
ξ1

ξ2

]
= Mx(t) =

[
B̃T

BTP−1

]
x(t), (9)

其中: ξ1 ∈ Rn−m, ξ2 = ζ ∈ Rm,将变换代入系统(1),
可以得到




[
ξ̇1

ζ̇

]
=

[
Āσ11 Āσ12

Āσ21 Āσ22

] [
ξ1

ζ

]
+

[
B̃TG

SG

]
ω(t)+

[
0

SB

]
(uσ(t)+H(t)uσ(t)+fσ(x, t)),

z=C
[
PB̃(B̃TPB̃)−1 B(SB)−1

] [
ξ1

ζ

]
,

(10)

其中:

Āσ11 = B̃T [Aσ + DFσ(t)E]PB̃(B̃TPB̃)−1,

Āσ12 = B̃T [Aσ + DF
σ
(t)E]B(SB)−1,

Āσ21 = S [Aσ + DFσ(t)E]PB̃(B̃TPB̃)−1,

Āσ22 = S [Aσ + DFσ(t)E]B(SB)−1.

当ζ = ζ̇ = 0时,切换系统(1)的滑动模态方程为:



ξ̇1 = B̃TAσPB̃(B̃TPB̃)−1ξ1 + B̃TDFσ(t)×
EPB̃(B̃TPB̃)−1ξ1 + B̃TGω,

z = CPB̃(B̃TPB̃)−1ξ1.

(11)

由于Ā ∈ γα1,α2(A1, A2), 所以存在常数α ∈ [0, 1],
使得

Ā = αA1 + (1− α)A2, (12)

将式(12)代入式(5)中,可得

α(B̃T(A1ΓXΓ + ΓXΓAT
1 + γ−2GGT +

ΓXΓCTCΓXΓ )B̃) + (1− α)(B̃T(A2ΓXΓ +

ΓXΓAT
2 +γ−2GGT+ΓXΓCTCΓXΓ )B̃). (13)

令

Ωi =

{ξ1|ξT
1 (B̃TPB̃)−1(B̃T(AiΓXΓ + ΓXΓAT

i +

γ−2GGT+ΓXΓCTCΓXΓ )B̃)(B̃TPB̃)−1ξ1 <

0}, i = 1, 2,

则Rn−m \ {0} = Ω1

⋃
Ω2. 设计切换律如下:

σ(ξ1) =

{
1, ξ1 ∈ Ω1,

2, ξ1 ∈ Ω2 \Ω1.
(14)

按不确定性进入系统的方式不同,对下面两种情
况分别加以讨论.
当B̃TD = 0,有{

Γ = I,

P = X + BY BT > 0,
(15)

可以得到: B̃TPB̃ = B̃TXB̃ > 0.

因此系统(11)变为{
ξ̇1 = B̃TAσXB̃(B̃TXB̃)−1ξ1 + B̃TGω,

z = CXB̃(B̃TXB̃)−1ξ1,
(16)

令:

Q1σ=B̃TAσXB̃(B̃TXB̃)−1P1+P1(B̃TXB̃)−1B̃T×
XAT

σ B̃ + γ−2B̃TGGTB̃ + P1(B̃TXB̃)−1 ×
B̃TXCTCXB̃(B̃TXB̃)−1P1.

选取正定矩阵P1 = B̃TXB̃,根据单Lyapunov函数方
法, 在切换律(14)下有ξT

1 P−1
1 Q1σP−1

1 ξ1 < 0,∀ξ1 6=
0.
当B̃TD 6= 0,有{

Γ = I − EgE,

P =(I−EgE)X(I−EgE)+BY BT >0,
(17)

可以得到

EPB̃=E[(I−EgE)X(I−EgE)+BY BT]B̃=0,

B̃TPB̃ > 0.

因此,系统(11)可变为



ξ̇1 = B̃TAσ(I − EgE)X(I − EgE)B̃[B̃T×
(I−EgE)X(I−EgE)B̃]−1ξ1+B̃TGω,

z=C(I − EgE)X(I − EgE)B̃[B̃T×
(I − EgE)X(I − EgE)B̃]−1ξ1.

(18)

令:

Q2σ =

B̃TAσX0B̃(B̃TX0B̃)−1P2 + P2(B̃TX0B̃)−1 ×
B̃TX0A

T
σ B̃ + γ−2B̃TGGTB̃ + P2(B̃TX0B̃)−1 ×

B̃TX0C
TCX0B̃(B̃TX0B̃)−1P2,

其中X0 = (I − EgE)X(I − EgE). 选取正定
矩阵P2 = B̃T(I − EgE)X(I − EgE)B̃, 根据
单Lyapunov函数方法, 在切换律(14)下有ξT

1 P−1
2 Q2σ

P−1
2 ξ1 < 0,∀ξ1 6= 0, 由定义1可知条件i)∼iii)满足.
定理1获证.

注注注 3 由式(4)定义的矩阵Γ , 对单H∞滑模面的设计

及其滑动模态的动态品质起着重要的作用. 当B̃TD = 0,

即不确定性DFi(t)E, i = Ξ满足匹配条件, 系统在滑模面

上对匹配不确定性具有自适应性; 当B̃TD 6= 0 即不确定

性DFi(t)E, i = Ξ不满足匹配条件,通过Γ 的选择,使得系

统在滑模面上对非匹配不确定性也具有自适应性.

注注注 4 在切换系统(1) 的状态到达滑模面以后, 由于

在下一切换时刻激活的子系统的初始状态位于滑模面上,

因此消除了到达阶段,所设计的单滑模面成为切换系统的
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全鲁棒滑模面,改善了系统的暂态性能,提高了系统的鲁棒

性.

下面设计子系统的变结构控制器, 使得切换系
统(1)的状态在有限时间内到达滑模面.

定定定理理理 2 对于带有外部干扰和不确定性的线性

切换系统(1),设计如下控制器使得闭环系统状态在
有限时间内到达滑模面(6):

u
σ
=−(SB)−1SAσx(t)− (SB)−1

1− ϕ
(‖SAσ ×

x(t)‖+ ‖SD‖ · ‖Ex(t)‖+ ‖SB‖φ(x) +

‖SG‖$ + µ)sgn ζ, (19)

其中µ为正常数.

证证证 定义如下Lyapunov函数:

V =
1
2
ζ2,

由假设1)∼3)和式(19),可以得到
dV

dt
6 ζTSAσx(t) + ζTSDF

σ
(t)Ex(t) +

ζTSBuσ(t) + ζTSBfσ(x, t) +

ζTSGω(t) +
ϕ

1− ϕ
[(2− ϕ) ‖SAσx(t)‖+

‖SD‖ · ‖Ex(t)‖+ ‖SB‖φ(x) +

‖SG‖$ + µ] ‖ζ‖ 6
−µ ‖ζ‖ − (1− ϕ) ‖SAσx(t)‖ ‖ζ‖ ,

保证了滑模面ζ(x) = 0可达.定理2获证.

注注注 5 由于变结构控制系统中采用了继电器函

数sign x, 它在系统自动调节过程中, 不断地进行切换,

在实际工程中, 系统的切换是不允许过于频繁的[14]. 文

献[15]通过 lim
ρ→∞ tanh(

x

ρ
) = sgn x, 利用tanh(

x

ρ
)设计光滑的

切换律来逼近sign x函数,减弱了高频抖振.

4 仿仿仿真真真示示示例例例(Simulation example)
考虑如下不确定线性切换系统



ẋ(t) = Aix(t) + DFiEx(t) + B[ui(t)+

H(t)ui(t) + fi(x, t)] + Gω(t),

z(t) = Cx(t), i = 1, 2,

(20)

其中: ω(t) = 0; F1 = F2 = η, η 为不确定参数,
且η ∈ [−1, 1]; f1(x, t) = f2(x, t) = 0; H(t) = 0;

A1 =



−1 1.25 0

0 −2 0
−1 −1 −0.5


 , A2 =




1−0.25 0
0 0 −1
1 1 0.5


 ,

B =




0
−0.5

1


 , G =




0
−0.1

0.1


 , C =




1
0
0




T

,

D =
[
1−1 0

]T
, E =

[
1 1 0

]
.

取初始状态x(0) =
[
1−2−1

]T
,常数µ = 1.5;

选取凸组合系数: α1 = α2 = 0.5;

选取扰动衰减度: γ =
1√
2

;

通过求解不等式(5),可以得到:

X =



−126.15 131.9427 289.0062

131.9427 391.2252 288.8079
289.0062 288.8079 1.1693


 ,

Y = 0.2605;

可以得到切换系统单H∞滑模面为

ζ(t)=Sx(t)=
[−7.6781 − 7.6781 0

]
x(t)=0,

由定理2可求得变结构控制器为:

u1 = −2(x1 + 0.75x2)−
0.39 tanh(−7.6781x1 − 7.6781x2),

u2 = 2(x1 − 0.25x2 − x3)−
0.39 tanh(−7.6781x1 − 7.6781x2).

MATLAB仿真结果如图1∼4所示.

图 1 第1个子系统的状态响应

Fig. 1 The state responses of the subsystem 1

图 2 第2个子系统的状态响应

Fig. 2 The state responses of the subsystem 2
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图 3 切换系统(20)状态响应

Fig. 3 The state responses of switched system (20)

图 4 滑模面变化曲线

Fig. 4 The trajectory of the sliding surface

由上述仿真结果可以看出, 对于含有一个稳定
子系统和一个不稳定子系统的不确定线性切换系

统(20), 在所设计切换律和变结构控制器的作用下,
其闭环系统是渐近稳定的且暂态响应优于稳定的子

系统1.

5 结结结论论论(Conclusion)
本文研究了一类不确定线性切换系统的鲁

棒H∞滑模控制问题. 通过求解两个LMIs, 构造
单H∞滑模面, 利用切换系统单Lyapunov函数方法,
设计切换规则,并由滑模到达条件设计子系统的变
结构控制器. 在所设计切换律和变结构控制器的作
用下, 系统对匹配及非匹配不确定性都具有较强的
鲁棒性, 并且在单滑模面上对于非匹配外部干扰具
有H∞衰减度γ. 单滑模面的设计提高了切换系统的
暂态响应性能和系统的鲁棒性.
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