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摘要:借助单量子位的Bloch球面表示,结合量子门实现量子态幺正演化的量子态调控机制,以恒定磁场为控制
场,引入开关控制思想,提出了一种针对电子自旋量子系统任意量子态的最优制备策略.建立了量子系统及控制场
的模型,并借助李群李代数,由经典最优控制的思想,获得任意量子态的最优制备. 理论分析与仿真实验说明了该
策略的优越性.
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Optimal preparation of arbitrary quantum state of electron spins
quantum-bit system based on invariant magnetic field
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Abstract: In the presentation of single quantum state on Bloch sphere, a strategy of optimal preparation of arbitrary
quantum state of electron spin quantum systems is proposed. By using the mechanical logic gate, the manipulation of
quantum system is realized by way of unitary-evolution. In the course, a switch idea for the control systems is presented.
The models of quantum systems and the control systems using invariant magnetic field are then established. With the help
of the Lie group and the classical control theory, a strategy of optimal preparation of arbitrary quantum state is also realized.
Finally, the theoretical analysis and the simulation of the preparation indicate the advantage of the idea.
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1 引引引言言言(Introduction)
量子信息技术利用微观量子态来编码信息, 同

经典信息技术相比具有加速计算、保密通信等优点.
量子信息的基本单元称为量子比特,任何二能级量
子系统都可以作为量子比特的物理资源. 量子信息
处理实质上就是对量子比特系统的动力学行为进

行控制和操纵, 使其按照期望的过程进行演化. 目
前对量子比特系统的控制研究多集中于单量子比特

系统的控制问题. 如Ruskov和Korotkov利用外部谐
振子与内部被控量子比特的同步程度作为反馈, 实
现了单固体量子比特的失相抑制[1]; Ralph等研究了
单Josephson电荷量子比特的控制,通过指导规则的
设计,利用标准的量子比特控制场实现了量子比特
任意态的驱动控制[2]; Kofman和Kurizki提出一种以
实现对量子比特衰减和退相干的优化控制方式[3];
Protopopescu等则研究了单量子比特门的控制问题,

他们从抑制系统的退相干出发, 给出了一种鲁棒控
制方案[4]; Romero等研究了单比特量子门的最优控
制问题[5]. 本文针对可看成二能级量子系统的电子
自旋,采用恒定磁场作为控制场,研究封闭状态下量
子态调控,即从控制论、信息论及物理学出发,引入
开关控制思想,借助李群李代数,由经典最优控制的
思想和约化动力学来获得最优控制,并结合量子门
来实现任意量子态的最优制备. 该方法制备量子态
具有速度快、逼真度高、控制脉冲能量小的特点.

2 量量量子子子态态态的的的幺幺幺正正正演演演化化化(Unitary transformation
of quantum state)

2.1 Bloch球球球面面面表表表示示示(Bloch sphere figure)
量子信息中普遍运用的单量子位操作都可以

在Bloch球面上表示出来. 设任意单量子态为[6]

|ψ〉 = eiγ(cos
θ

2
|0〉+ eiφ sin

θ

2
|1〉). (1)
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其中：θ, φ, γ为实数(0 6 θ 6 π, 0 6 φ 6 2π), 它
们共同定义了单位球面上的一个点, 这个球面称
为Bloch球面,如图1所示. 由于全局相位因子eiγ具有

不可观测效应[7],可以忽略,故|ψ〉可表示为
|ψ〉 = cos

θ

2
|0〉+ eiφ sin

θ

2
|1〉. (2)

矢量|ψ〉称为Bloch矢量. Bloch球面是使单个量
子位可视化的有效办法,很多工作可在其上展开[9].

图 1 Bloch球

Fig. 1 The Bloch sphere[8]

2.2 任任任意意意量量量子子子态态态间间间的的的幺幺幺正正正演演演化化化(Unitary transfor-
mation between arbitrariness quantum state)
任意的2× 2幺正矩阵U 可作如下分解[10]

U =eiα

(
e−i β

2 0
0 ei β

2

)


cos
γ

2
sin

γ

2
− sin

γ

2
cos

γ

2




(
e−i δ

2 0
0 ei δ

2

)
,

(3)
其中: α, β, γ, δ都是实数. 右边第1个和最后一个矩
阵可以理解为在不同平面内的旋转; 中间矩阵是
普通的旋转. 该分解可以通过选用α, β, γ, δ 的某

些特殊值, 实现对任意单量子位逻辑门操作进行
精确的描述. 在这种意义下, 任意单量子位幺正门
可以基于一个有限集合来组成. 即, 对任意式(1)表
示的单量子态, 如果希望通过一系列单量子位幺

正门实现其从任意初态eiy

(
cos θ

eiϕ sin θ

)
到任意目标

态eiz

(
cos φ

eiψ sinφ

)
的转化,可以实现如下:

首先,将任意初态和目标态表示为

eiy

(
cos θ

eiϕ sin θ

)
=ei(y+ ϕ

2 )

(
e−i ϕ

2 0
0 ei ϕ

2

)(
cos θ

sin θ

)
, (4)

eiz

(
cos φ

eiψ sinφ

)
=ei(z+ ψ

2 )

(
e−i ψ

2 0
0 ei ψ

2

)(
cos φ

sinφ

)
.

(5)
然后,笔者来设计幺正变换U ,其步骤是

1)让初态通过门
(

ei ϕ
2 0

0 e−i ϕ
2

)
得到ei(y+ ϕ

2 )

(
cos θ

sin θ

)
;

2)再通过门
(

cos γ sin γ

− sin γ cos γ

)
得ei(y+ ϕ

2 )

(
cos(θ−γ)
sin(θ−γ)

)
,

令γ = θ − φ,即有ei(y+ ϕ
2 )

(
cos φ

sinφ

)
;

3)再通过门

(
e−i ψ

2 0
0 ei ψ

2

)
得ei(y+ ϕ

2 )

(
e−i ψ

2 cos φ

ei ψ
2 sinφ

)
;

4)最后调整一下相位,即通过门ei(z+ ψ
2 −y−ϕ

2 ),得

到ei(z+ ψ
2 )

(
e−i ψ

2 cos φ

ei ψ
2 sinφ

)
.

于是,所设计的幺正变换U为

U = ei(z+ ψ
2 −y−ϕ

2 )

(
e−i ψ

2 0
0 ei ψ

2

)

(
cos γ sin γ

− sin γ cos γ

)(
ei ϕ

2 0
0 e−i ϕ

2

)
. (6)

3 系系系统统统模模模型型型(System models)
3.1 电电电子子子自自自旋旋旋量量量子子子系系系统统统模模模型型型[11](Model of electron

spin quantum-bit system)
设电子自旋量子系统t时刻的状态为|ψ(t)〉,本征

态分别为|0〉和|1〉,根据态叠加原理, |ψ(t)〉可表示为
本征态的线性组合,即: |ψ(t)〉 = α(t)|0〉 + β(t)|1〉,
复系数α(t), β(t)满足|α(t)|2 + |β(t)|2 = 1. 另
外, |ψ(t)〉亦可以表示为幺正演化算符X(t)对初
态|ψ(0)〉的作用, 即: |ψ(t)〉 = X(t)|ψ(0)〉. 结合薛
定谔方程i~|ψ̇(t)〉 = H|ψ(t)〉,可得

i~Ẋ(t) = HX(t). (7)

其中X(0) =
(

1 0
0 1

)
.

许多情况下, 系统哈密顿量H可以表示为自由

哈密顿H0和与外部控制场相互作用产生的哈密

顿HI 之和. 对于一组实控制输入uk(t)和厄米线性
算符Hk(k = 1, 2, · · · , n),相互作用哈密顿可写为

HI(t) =
n∑

k=1
Hkuk(t), (8)

从而有

i~Ẋ(t) = (H0 +
n∑

k=1
Hkuk(t))X(t). (9)

可见, 在给定初态|ψ(0)〉, 若确定了演化算
符X(t), 便能确定t时刻的量子态|ψ(t)〉. 对于X(t),
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考虑到仅相差相位因子的两个态在物理上不可区

分,其控制问题方程可表示为

Ẋ(t) = AX(t) +
n∑

k=1
BkX(t)uk(t). (10)

其中A,Bk(k = 1, 2, · · · , n)为斜厄米矩阵,即A+ =
−A, B+

k = −Bk, X(t) ⊂ SU(2). SU(2)表示维数
为2的特殊幺正矩阵构成的李群. 为了态制备的需
要,在这里不加证明的给出一个定理:

定定定理理理 1 若k = p + qp(n = 1, 2, · · · ,+∞),
p, q是常数,且记′[ ]′表示向下取整, ′{ }′表示向下取
整后余下的小数部分, 则使|k|达到最小时n的取值

为

n =





− [
p

q
]− 1, {p

q
} > 0.5,

− [
p

q
], {p

q
} < 0.5.

(11)

3.2 控控控制制制场场场模模模型型型(Model of control field)
对于恒定磁场的自旋电子, 设电子的磁矩

为M = ks(k为常系数), 根据量子测量的塌缩原
理, 首先对任意量子态进行一次观测, 观测后电
子将处于自旋向上态或是自旋向下态. 让电子
沿y轴运动, 用y轴方向的恒定磁场作为外部控制

场, 即u = u0ey. 现在利用该系统来制备任意量子
态,规定控制过程必须在T时间内完成,并希望控制

性能指标J =
w T

0
u2dt达到最小.

根据量子力学知识可得系统的哈密顿算符为:

H = −Mu = −ksu0ey = −ku0sy. (12)

其中: s =
~
2
σ, σ是Pauli矩阵, sey = sy即s的y方向

分量. 于是

H = −ku0

2
~σy. (13)

由|ψ̇(t)〉 = i
ku

2

(
0 −i
i 0

)
|ψ(t)〉,从而得到演化

算符为

U(t) = e
ik
2 ( 0 −i

i 0 ) r t
0 udt, (14)

其中U(0) = I .

4 任任任意意意量量量子子子态态态的的的最最最优优优制制制备备备(Optimal prepara-
tion of arbitrariness quantum state)

令
w T

0
udt = m, 则有U(T ) = ei km

2 ( 0 −i
i 0 ), 再

令y(t) =
w t

0
udt,那么问题就转化[12]为:





ẏ = u,

y(0) = 0,

y(T ) = m.

(15)

这是一个经典控制问题,记哈密顿函数H = u2+λu,
则有:

∂H

∂u
= 2u + λ = 0,解得u = −λ

2
;

λ̇ = −∂H

∂y
= 0,解得λ = c(常数);

再结合式(15),解得c = −2m

T
;

从而获得最优控制量为: u =
m

T
.

而指标函数J =
m2

T 2
· T =

m2

T
, 因为T是人为设定

的,易知当且仅当|m|最小时性能指标J最小.

那么m为多少时可以由初态

(
cos θ

sin θ

)
制备出终

态

(
cos φ

sinφ

)
呢? 根据2.2的结论, 任意量子态间的

幺正演化UT为:UT =
(

cos γ sin γ

− sin γ cos γ

)
, 其中γ =

θ − φ. 根据式(14),当t = T时U(T ) = ei km
2 ( 0 −i

i 0 ) =


cos
km

2
sin

km

2
− sin

km

2
cos

km

2


. 于是,根据UT = U(T ),得:

km

2
= γ + 2nπ, n = 1, 2, · · · ,+∞,

即: m =
2(γ + 2nπ)

k
, 其中k和γ为常数. 由定理1:

要使|m|达到最小,取

n =




− [

γ

2π
]− 1, { γ

2π
} > 0.5,

− [
γ

2π
], { γ

2π
} < 0.5.

(16)

这时性能指标J达到最小. 于是在该最优控制驱动

下, 就实现了从任意的初态
(

cos θ

sin θ

)
到

(
cos φ

sinφ

)
的

制备.

再将态

(
cos φ

sinφ

)
通过量子门P (β) =

(
1 0
0 eiβ

)
,

就最优的制备出目标态cos φ|0〉+ eiβ sinφ|1〉.
在上述制备过程中对初态是没有任何要求的,那

自然也可以用自旋向上|0〉或自旋向下|1〉作为初态.
自旋向上或自旋向下的初态可以这样获得: 在电子
自旋系统中对一个任意的量子态进行一次观测, 其
必将塌缩到基态, 即自旋向上或自旋向下[13], 然后
使用该初态开始上面的制备过程. 这里只要使用一
个选择开关来控制这个制备过程就可以了.

5 仿仿仿真真真(Simulation)
对上述过程进行计算机仿真, 并将结果显示

在Bloch球面上,同时给出量子态|ψ〉 = a|0〉+b|1〉中
概率幅a, b模方随控制时间变换的曲线.这里选择控
制时间T = 2,控制场参数k = 2.
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1) 当观察到初态为自旋向上|0〉时,假若要制备
自旋向下态|1〉,仿真结果如图2所示.
初态为: |0〉;
终态为: −0.000028|0〉+ 0.999776|1〉;
输入最优控制量u为: −0.785398.

(a) Bloch图

(b) 概率幅模方曲线
图 2 由自旋向上态制备自旋向下态的仿真结果

Fig. 2 Simulation result of preparation |1〉 from |0〉

2) 当观察到初态为自旋向下|1〉时, 假若要制
备0.8|0〉+ eiβ0.6|1〉,仿真结果如图3所示.
初态为: |1〉;
终态为: 0.799979|0〉+ eiβ0.59998|1〉;
输入最优控制量u为: 0.463648.

(a) Bloch图

(b) 概率幅模方曲线
图 3 由自旋向下态制备0.8|0〉+ eiβ0.6|1〉的仿真结果
Fig. 3 Simulation result of preparation 0.8|0〉+ eiβ0.6|1〉

from |1〉

6 结结结论论论(Conclusion)
采用开关控制策略, 利用量子测量的坍缩特性,

将观察后得到的自旋向上或自旋向下量子态, 最优
控制到任意指定的中间态,再通过相位门,实现任意
量子态的最优制备. 控制输入量达到最优. 由于最优
控制量的输入与控制时间有关, 所以控制时间可以
很短,但在规定了控制时间时,最优控制量会随着控
制时间的缩短而变大.为减少退相干和环境影响,控
制时间不应过大, 表现出快速性. 从实验结果来看,
由于没有考虑外部干扰因素,精度高达0.9999,表明
该最优制备策略的优越性.
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