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摘要: 进一步研究了由Berchtold提出的均值异方差混合转移分布(expectation heteroscedastic mixture transi-
tion distribution model, EHMTD)模型. 讨论并得到了EHMTD模型的平稳性条件和分布函数的尾部特征. 运
用ECM(expectation conditional maximization)算法估计模型的参数. 条件分布的多样性使得该类模型能够对非对
称、多峰、厚尾等非Gauss特征进行描述. 模拟及实例分析的结果表明EHMTD模型是一类易于建模,并且有着广泛
应用前景的非线性时间序列模型.
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Abstract: The expectation heteroscedastic mixture transition distribution (EHMTD) model first introduced by Berchtold
is further studied in this paper. First, the stationary conditions and tail behaviors of the model are derived. The estimation
of parameters is easily performed via expectation conditional maximization (ECM) algorithm. The variety of conditional
distributions of the EHMTD model makes the model capable of modeling time series with asymmetric multimodal or
heavier tail distribution. The model is applied to simulate real data sets with satisfactory results. The EHMTD model is
easy to model and potentially useful in modeling nonlinear time series.
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1 引引引言言言(Introduction)
时间序列分析作为一种处理动态数据的有效方

法被广泛应用于工程技术和金融领域,但随着科学
技术和工程应用的发展,许多物理系统所展示出来
的复杂行为不能被传统的时间序列模型准确描述.
例如工程和金融中有的变量具有非对称、厚尾及其

它一些非Gauss特征. 若采用线性模型对这些时间序
列描述,往往达不到准确预报和有效控制的目的. 由
于混合模型作为一种简单的、不必拘泥于某一种单

一分布假设的方法, 具有可以有效逼近任何复杂分
布形式的优势. 自从Pearson(1894)根据实际问题的
需要提出混合模型, 该类模型一直受到不同领域研

究者的关注和应用[1]. 计算工具的的不断更新和发
展加速了混合模型的研究与应用范围.将混合模型
应用于时间序列分析是近年才展开的.

Le、Martin和Raftery(1996)[2]首先提出Gauss混合
转移分布模型(Gauss mixture transition distribution,
GMTD)模型. 通过放松GMTD模型中的一些约束
条件, Wong和Li(2000)[3]将其推广得到混合自回
归(mixture autoregressive, MAR) 模型. Wong和Li
(2001)进一步将其推广得到混合自回归条件异
方差(mixture autoregressive conditional heteroscedas-
tic, MAR-ARCH) 模型[4]和具有外生变量的对数

混合自回归(logistic mixture autoregressive with ex-
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ogenous variables, LMARX) 模型[5]. 考虑到残量
信息, Wang和Tian (2004)[6]将MAR模型推广得到
混合ARMA (mixture autoregressive moving-average
model, MARMA) 模型. Shao (2006)[7]将该类模型
应用于周期性时间序列分析, 提出混合周期自回
归(mixture periodic autoregressive, MPAR)模型. 通
过定义每个时刻各分量的标准差是以往某几

个观测值的函数, Berchtold (2003)[8]把异方差引
进MAR模型, 从而将MAR模型推广得到异方差混
合转移分布(heteroscedastic mixture transition distri-
bution, HMTD)模型. Wang和Tian (2005)在HMTD[9]

模型基础上, 着重研究了异方差混合双自回
归(heteroscedastic mixture double-autoregressive, HM-
DAR) 模型. 以上各种混合时间序列模型在各分量
的参量服从Gauss分布的假设下,却可以在不同情况
下有效描述非Gauss特征.

Berchtold(2003)[8]根据各分量的标准差与观测序
列之间不同的函数关系, 给出了HMTD模型不同的
定义形式. 本文主要研究了下面的模型(1). 为了
同其它的定义形式相区别, 文中称其为均值异方
差混合转移分布(expectation heteroscedastic mixture
transition distribution, HMTD)模型:

f(yt|yt−1
t−p) =

K∑
g=1

αg

σg,t

φ(
yt − µg,t

σg,t

), (1)

µg,t = ϕg,0 +
p∑

i=1

gϕg,iyt−i, pg > 1;

σg,t =

√
θg,0 +

q∑
j=1

gθg,j (yt − µg,t)
2
, pg > 1.

其中: f(yt | yt−1
t−p)表示yt的条件密度函数, yt−1

t−p =
σ (yt−p, · · · , yt) 是σ-代数, φ(·)是标准正态密度函
数. αg是第g 个分量的权重系数,

K∑
g=1

αg = 1, αg >

0. µg,t 和σg,t是第g个分量在t时刻的条件期望和标

准差. 模型(1)简记为EHMTD(K; p1, · · · , pK ; q1,· · ·,
qK).

EHMTD模型是具有均值异方差的各AR分量
的加权混合. 文中给出了EHMTD模型在某些约
束下的平稳性条件. 对于两个混合元的情况,
得到了EHMTD模型具有厚尾分布特征的条件.
关于EHMTD模型的建模, 本文运用BIC(Bayes in-
formation criterion) 准则来选择EHMTD模型, 采
用ECM(expectation conditional maximization)算法估
计模型的参数. 通过仿真分析, 说明了ECM算法估
计EHMTD模型参数的精度. 将模型应用于实例分
析,演示了EHMTD模型的建模方法及其具有描述多
峰、厚尾(或薄尾)等非Gauss特征的优势.

2 EHMTD模模模型型型的的的平平平稳稳稳性性性和和和尾尾尾部部部特特特征征征(The
stationarity and tail behaviors of the model)
EHMTD模型除了每个分量在不同时刻具有异

方差, 同时也具有描述过程在不同时刻变化的条件
方差的特征. yt的条件方差为

Var(yt|yt−1
t−p) =

K∑
g=1

αg(µ2
g,t + σ2

g,t)− (
K∑

g=1

αgµg,t)2.

定理2.1给出EHMTD(K; p1, · · · , pK ; q1, · · · , qK) 模
型 一 阶 平 稳 的 充 分 必 要 条 件. 定 理2.2给 出
了EHMTD(K; 2, · · · , 2; 2, · · · , 2) 模型二阶平稳
的充分必要条件. 定理的证明运用了Le et al
(1996)[2] 以及Wong和Li (2000)[3] 中所用的方法,用
到Beněs(1967)[10] 中的结论. 方法类似, 这里略去证
明过程.

定定定理理理 1 过程{yt, t ∈ T}一阶平稳的充分必要
条件是下面差分方程的根z1, · · · , zp :

1−
p∑

i=1

(
K∑

g=1

αgϕg,i)z−i = 0,

都在单位圆内,其中ϕg,i = 0 (i > pK).

定定定理理理 2 假设{yt, t ∈ T}是一个由EHMTD
(K; 2, · · · , 2; 2, · · · , 2)模型所产生的一阶平稳过程,
则该过程二阶平稳的充分必要条件是

w2 + w1 < 1, |w2| < 1.

其中:

w1 =
K∑

g=1

αg

[
θg,1(1− ϕg,1)2 + (1 + θg,2)ϕ2

g,1

]
,

w2 =
K∑

g=1

αg

[
θg,2(1−ϕg,2)2+(1+θg,1)ϕ2

g,2

]−

2
K∑

g=1

αg[θg,1(1− ϕg,1)ϕg,2 − ϕg,1ϕg,2 +

θg,2(1− ϕg,2)ϕg,1]




K∑
g=1

αgϕg,1

1−
K∑

g=1

αgϕg,2


 .

随着对金融时间序列研究的深入,人们逐渐认识
到金融时间序列往往具有非对称、厚尾等非Gauss特
征. 定理2.3给出了关于EHMTD(2; p1, · · · , pK ; q1,

· · · , qK)模型具有厚尾分布的一个结论.

定定定理理理 3 若EHMTD模型是由两个混合元构成
的,即

f(yt|yt−1
t−p) =

α1

σ1,t

φ(
yt − µ1,t

σ1,t

) +
α2

σ2,t

φ(
yt − µ2,t

σ2,t

),

则当
3 +

√
3

6
< α1 < 1,且0 < σ1,t < σ2,t时, yt 对
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应的分布具有重尾特征.

3 EHMTD模模模型型型的的的参参参数数数估估估计计计及及及模模模型型型的的的选选选
择择择(The parameter estimation of the EHMTD
model and the model selection)
EHMTD模型对应的某些参数似然方程结构复

杂, 运用EM算法得不到好的估计结果. 因此文中
采用了GEM算法中的ECM算法来估计模型的参
数. 假定Y = (y1, · · · , yn) 是EHMTD模型对应的
一组观测值. Z = (z1, · · · , zn) 是不可观测的添加
随机变量序列,zt(t = 1, · · · , n) 是K 维随机变量,
K∑

g=1

zg,t = 1. 若yt 来自(1)中第g 个分量,则zg,t = 1;

否则:

zg,t = 0,

α = (α1, · · · , αK−1)T,

ϕg = (ϕg,0, ϕg,1, · · · , ϕg,pg
)T,

θg = (θg,0, · · · , θg,qg
)T,

Ψ = (ϕ1
T, · · · , ϕK

T; θ1
T, · · · , θK

T)T,

Θ = (αT, ϕ1
T, · · · , ϕK

T; θ1
T, · · · , θK

T)T,

g = 1, · · · ,K.

令r = max{p1, · · · , pK ; q1, · · · , qK}, 引入添加数
据Z 后,完整对数似然函数为

LLc=
K∑

g=1

log(αg)
n∑

t=r+1

zg,t−
n∑

t=r+1

K∑
g=1

zg,t log(σg,t)−
n∑

t=r+1

K∑
g=1

zg,t

ε2
g,t

2σ2
g,t

− n− r

2
log(2π). (2)

EM算法由下面E步和M步构成:
E步步步 模型的参数假定已知,不可观测变量的条

件期望为

τg,t =
αg

σg,t
φ( εg,t

σg,t
)

K∑
g=1

αg

σg,t
φ( εg,t

σg,t
)
, g = 1, · · · ,K.

M步步步 把τg,t 代入式(2),通过极大化(2)得到参数
的估计值

α̂g =

n∑
t=r+1

τg,t

n− r
.

参数ϕ = (ϕ1
T, · · · , ϕK

T)T满足下列方程
n∑

t=r+1

τg,tytwi

σ2
g,t

=
pg∑

s=0

ϕ̂g,s

n∑
t=r+1

τg,twswi

σ2
g,t

,

其中i = 0, · · · , pg,及

wi =
{

1, i = 0;
yt−i, i 6= 0.

参数θ = (θ1
T, · · · , θK

T)T满足下列方程

n∑
t=r+1




τg,tuj
qg∑

s=0

θ̂g,sus


 =

n∑
t=r+1




τg,t(yt − µg,t)2uj

(
qg∑

s=0

θ̂g,sus)2


 ,

其中j = 0, · · · , qg,及

uj =
{

1, j = 0;
y2

t−j, j 6= 0.

ECM算法保留了EM算法的简单性和稳定性,
它将原先EM算法中的M步分解为m = 2K +
K∑

g=1

(pg + qg)次条件极大化: 在第i + 1次迭代中,

记Ψ (i) = (ϕ1
(i), · · · , ϕm

(i)), 在得到Q(Ψ |Ψ (i), Y )
后, 首 先 在ϕ2

(i), · · · , ϕm
(i) 保 持 不 变 的 条 件

下求使Q(Ψ |Ψ (i), Y ) 达到最大的ϕ1
(i+1), 然后

在ϕ1 = ϕ1
(i+1), ϕj = ϕj

(i), j = 3, · · · ,m的条

件下求使Q(Ψ |Ψ (i), Y ) 达到最大的ϕ2
(i+1), 如此

继续, 经过m 次条件极大化, 就得到Ψ (i+1) =
(ϕ1

(i+1), · · · , ϕm
(i+1)),完成一次迭代.

将E步和M步反复迭代直到收敛, 便可得到参
数Θ的估计值.
关于EHMTD模型的选择,一方面是确定模型的

混合元个数K, 另一方面是确定每个混合元的均
值函数的回归阶数pg 和方差函数的阶数qg. 文中
运用BIC 准则选择模型. HMDAR模型(1)中混合元
数目K 及模型阶数p1, · · · , pK ; q1, · · · , qK 可由使如

下BIC值达到最小而得到

BIC = −2L + [2K − 1 +
K∑

g=1

(pg + qg)] log(n− r).

其中

L =
n∑

t=r+1

log
[

K∑
g=1

αg

σg,t

exp{−(yt − µg,t)2

2σ2
g,t

}
]
−

n− r

2
log(2π).

4 仿仿仿真真真模模模拟拟拟(Simulation)
GMTD, MAR, MARMA模型均有一个有趣的性

质, 即非平稳分量与平稳分量经混合可能产生一个
平稳过程. EHMTD模型仍然具有该特征. 模型(3)是
由两个混合元构成的一个EHMTD(2; 2, 2; 1, 0) 模
型. 它的第2个分量是非平稳的,但与第1个分量混合
后模拟产生的序列(如图1)经检验却是平稳的.

f(yt|yt−1
t−2)=

0.7
σ1,t

φ(
yt−µ1,t

σ1,t

)+
0.3
σ2,t

φ(
yt−µ2,t

σ2,t

),

µ1,t =0.3yt−1+0.2yt−2,

µ2,t =1.1yt−1−0.4yt−2;
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σ1,t =
√

0.5+0.3(yt−1−µ1,t)2,

σ2,t =
√

5.
(3)

先由模型(3)模拟产生数据, 然后用ECM算法估

计模型的参数. 实验共分两组进行,每组产生500个

样本轨道, 其中一组每个轨道上有250个样本, 另一

组每个轨道上有500个样本. 表1给出模型(3)模拟产

生数据的估计结果. 由表中估计结果可明显看出,

ECM算法给出了EHMTD模型参数较好的估计. 同

时,随着样本量的增大,参数估计的均值越来越接近

真值.
图 1 模型(3)模拟产生的随机数序列

Fig. 1 Simulated time series of model (3)

表 1 模型(3)模拟产生数据的估计结果
Table 1 Results of the simulation study with model (3)

αg ϕg,1 ϕg,2 θg,0 θg,1 αg ϕg,1 ϕg,2 θg,0 θg,1

g
250个样本 500个样本

真值 0.7000 0.3000 0.2000 0.5000 0.3000 0.7000 0.3000 0.2000 0.5000 0.3000
1 均值 0.6785 0.2937 0.2013 0.4961 0.2895 0.6885 0.2985 0.2007 0.4998 0.2981
标准差 0.0883 0.0986 0.0621 0.1405 0.2044 0.0546 0.0644 0.0414 0.0877 0.1353
真值 0.3000 1.1000 −0.4000 5.0000 0.3000 1.1000 −0.4000 5.0000

2 均值 0.3215 1.0358 −0.3686 4.6326 0.3115 1.0694 −0.3913 4.8851
标准差 0.0883 0.2552 0.2421 1.0476 0.0546 0.1706 0.1523 0.7966

5 实实实例例例分分分析析析(Real example)
加拿大山猫捕获量数据(1821∼1934, 共计114

个观测值)是被众多研究者用不同模型分析过的
时间序列. 该序列被广泛认为具有循环特征(周期
约为9或10年)和多峰分布的非线性特征. 图2给出
原序列经常用对数变换后对应的数据点连线图.

图 2 模型(3)加拿大山猫数据经对数变换后的时间点图
Fig. 2 Time plot of the common logarithm of

the Canadian lynx data

基于BIC准则,并综合考虑预报效果,选用下面
的EHMTD(2; 2, 2; 1, 1) 模型对上述数据的常用对

数序列进行建模:

f(yt|yt−1
t−2) =

0.316
σ1,t

φ(
yt − µ1,t

σ1,t
) +

0.684
σ2,t

φ(
yt − µ2,t

σ2,t
), (4)

µ1,t = 0.7033 + 1.108yt−1 − 0.2862yt−2,

µ2,t = 0.983 + 1.5279yt−1 − 0.8884yt−2,

σ1,t =
√

0.007 + 0.0194(yt−1 − µ1,t)2,

σ2,t =
√

0.0445 + 0.0041(yt−1 − µ2,t)2.

因为混合分布可能呈现多峰, 若采用传统点
预报(条件期望)方法往往得不到好的预报结果.
图3给出由模型(4)在t = 85 ∼ 90上得到的一步
预报条件密度函数. 由图可知序列在该区间上
的一步预报密度函数的分布形式灵活多变, 并且
在t = 86 ∼ 89时刻均有明显的双峰特征, 说明序
列在这些时刻可能有较大的波动. 这与图2观测
到的这一时间段居于较窄的波谷从而可能有较

大的跳跃是一致的. 尽管在t = 85, 90时刻密度函
数呈现单峰, 但对应的分布却不再是Gauss分布.
除了直观上观测到得分布具有非对称性以外, 通
过Monte Carlo方法还求出在t = 85时刻分布函数
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对应的峰度以98%的概率小于0,在t = 90时刻对
应的峰度以95.5%的概率大于0. 这说明模型(4)对
序列在这两个时刻分布的薄尾和厚尾特征分别进

行了描述.

图 3 模型(4)在区间t = 85 ∼ 90上各时刻对应的

一步预报条件密度函数

Fig. 3 One-step predictive distributions of the

series(t = 85 ∼ 90)

Moran(1953)[11]曾用AR模型对该常用对数序
列进行分析,得到下面AR(2)模型:

yt = 1.05 + 1.41yt−1 − 0.77yt−2 + εt,

其中εt ∼ N(0, 0.04591).
Tong(1990)[12]用自激励门限自回归(SETAR)

模型研究该组数据, 得到的其中一个为SETAR(2;
7, 2)模型:

yt =





0.546 + 1.032yt−1 − 0.173yt−2+

0.171yt−3 − 0.431yt−4 + 0.332yt−5−
0.284yt−6+0.210yt−7+ε

(1)
t , yt−2 63.116;

2.632 + 1.492yt−1−
1.324yt−2 + ε

(2)
t , yt−2 6 3.116.

其中ε
(1)
t ∼ N(0, 0.0259), ε

(1)
t ∼ N(0, 0.0505).

Wong和Li(2000)[3]运用GMTD模型对该数据建
模,得到如下模型:

f(yt|yt−1)=
0.7937
0.1961

φ(
yt−0.6185−0.8387yt−1

0.1961
)+

0.2063
0.2015

φ(
yt − 0.8154yt−1

0.2015
).

Wong和Li(2000)[3]运用MAR模型对该数据建模,

得到如下最优MAR(2; 2, 2)模型:

µ1,t = 0.7107 + 1.1022yt−1 − 0.2835yt−2;

µ2,t = 0.9784 + 1.5279yt−1 − 0.8871yt−2;

f(yt|yt−1
t−2) =

0.3163
0.0887

φ(
yt − µ1,t

0.0887
) +

0.6837
0.2020

φ(
yt − µ2,t

0.2020
).

从以上AR(2)、MAR和EHMTD模型中可以观
察到一个有趣的结果. 除常数项外, MAR模型第
一个分量对应的均值方程、EHMTD模型第一个分
量对应的均值方程与AR(2)模型彼此非常类似,另
外EHMTD模型与MAR模型对应的系数也比很类
似, 而这几个模型却是用不同的参数估计方法得
到的. 可见它们之间有着内在的联系, MAR模型是
对AR(2)模型的推广, EHMTD模型是对MAR模型
的进一步推广.
下面在表2中给出上述模型由模拟实验得到的

一步预报的结果比较:

表 2 不同模型基于序列一步预报的结果
Table 2 Empirical coverages of the (1− α)100%

prediction intervals for the series

模型 95% 90% 80% 70% 60% 50%

EHMTD 95.18 89.29 81.34 70.63 62.50 51.96
AR 92.86 88.61 75.89 68.75 58.93 50.00

SETAR 95.33 90.65 81.83 69.16 56.07 44.86
GMTD 95.54 91.96 81.25 72.32 59.82 45.54
MAR 96.43 88.39 82.14 70.54 63.39 52.68

由表2可见, AR模型、SETAR模型整体上给出
的预报结果相对较差. 因为该数据已通过多
种方法证明为非线性序列[11], 要用线性AR模
型对非线性序列建模, 结果自然不会很好. 尽
管SETAR是发展比较成熟的非线性时间序列模
型, 但由于其分布形式不够灵活, 也未能给出
满意的预报结果. GMTD, MAR, EHMTD模型给
出了相对较好的结果. 但由于GMTD模型施加
了许多的限制, 使其描述分布的能力受到影响.
有上表可见, 在50% 水平上, GMTD模型的预报
结果较差. MAR和EHMTD模型在各个水平上的
预报结果都比较稳定, 同时从整体上也可以看
到EHMTD模型的预报结果要优于MAR模型. 这
是因为EHMTD模型考虑到了异方差,是对MAR模
型进一步的推广, 能够描述更为复杂的非线性现
象.
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6 结结结论论论(Conclusions)
本文研究了EHMTD模型的平稳性条件、厚尾

特征及建模方法. 运用ECM算法来估计模型的参
数. 通过仿真分析,说明了该法在样本量增大的情
形下,估计结果是渐近趋于真值的. 由实例分析结
果可见, EHMTD模型结构简单,易于建模. 由于条
件分布形式灵活,能够描述非对称、多峰、厚尾(或
薄尾)等非Gauss特征. EHMTD模型是一类有着较
强应用背景和广泛应用前景的非线性时间序列模

型.
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