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摘要: 由核密度估计推导获得的高斯核均值漂移算法因收敛速度慢在应用中效率不高. 本文提出基于自适应带
宽的动态更新改进方法. 首先采用空间离散方法对数据集化简,然后引入动态更新机制,每次迭代后将数据集更新
到均值点,并将聚集在一起的数据点用一个收敛点表示,同时根据数据集直径的变化,自适应地计算各向异性的带
宽参数. 实验表明,该方法提高了算法的收敛速度,降低了计算复杂度.
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Fast dynamic Gaussian mean-shift algorithm based on
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Abstract: The Gaussian kernel mean-shift algorithm which is deduced from kernel density estimation has not been
widely employed in applications because of its low convergence rate. We propose a dynamic mean-shift algorithm based
on adaptive bandwidth. The number of data sets is reduced by adaptive space discretization; the convergence rate is
improved by dynamically updating the data set, and the efficiency is promoted by replacing the overlapping points with a
special point in the iterations. The anisotropic bandwidth is updated according to the diameter of the data set. Experiments
validate the improvement of the convergence rate of Gaussian mean-shift with lower complexity in computation.
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1 引引引言言言(Introduction)
均值漂移算法是一种高效的统计迭代算法,

它的收敛性由核函数决定[1∼3]. 常用的均匀核、
Epanechnikov核计算简单、收敛速度快, 但计算精
度不高. 高斯核函数计算精度高、收敛路径平滑,
但收敛速度慢, 因此在处理大规模数据时, 应用
较少. 为了提高高斯核均值漂移算法的计算效率,
Fashing证明了当核函数是连续函数时,均值漂移算
法是一种二次边界优化算法[4], Shen在此基础上提
出over-relaxed策略[5], Cheng在均值漂移算法中引入
模糊机制[1]. Zhang证明了该改进算法以超线性收
敛[6], Carreira提出用直方图的熵来作为迭代的停止
规则[7]. 上述的改进算法均采用固定带宽,且当数据
量很大时,算法的速度和准确性仍需进一步提高.

本文提出基于自适应带宽的快速动态均值漂移

算法, 通过减少迭代次数和降低每次迭代的计算量
的方法来提高算法的效率.
2 高高高斯斯斯核核核均均均值值值漂漂漂移移移(Gaussian mean shift)
高斯核均值漂移算法由核密度估计的梯度推

导获得. 给定d维欧拉空间R中的n个采样点S =
{xi, 1 6 i 6 n}, 利用高斯核函数KN(x) =
(2π)− d

2 exp(−‖x‖2)及正定的d × d的带宽矩阵Hi,
核密度估计公式为

f̂(x)=

(2π)−
d
2

n∑
i=1

wi|Hi|− 1
2 exp(−1

2
‖x−xi‖2

Hi
). (1)

其中wi > 0表示采样点xi的权重, 满足
∑

wi = 1.
高斯核定义了采样点xi与核中心x之间的相似性,带
宽矩阵Hi决定了核函数的影响范围, ‖x − xi‖H2

i
=

(x − xi)H−1
i (x − xi), 称作马式距离. 核密度估计
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f̂(x)是每个采样点处的高斯核加权求和的结果.由
于密度极值点是密度梯度为零的采样点,即∇f = 0,
因此计算密度梯度的估计:

∇f̂(x) =

(2π)−
d
2

n∑
i=1

wi|Hi|− 1
2 H−1

i (x− xi)×

exp(−1
2
‖x−xi‖2

Hi
)= f̂(x)

n∑
i=1

H−1(x−xi).

(2)

定义参数Hx:

Hx =

n∑
i=1

|Hi|− 1
2 exp(−1

2
‖x− xi‖2

Hi
)

n∑
i=1

|Hi|− 1
2 H−1

i exp(−1
2
‖x− xi‖2

Hi
)
. (3)

用Hx乘以式(2)可得Hx∇f̂(x) = f̂(x)M(x),因此

M(x) = Hx

∇f̂(x)

f̂(x)
. (4)

其中M(x) = m(x)− x,称作均值漂移向量m(x):

m(x)=

n∑
i=1

wi|Hi|− 1
2 H−1

i exp(−1
2
‖x− xi‖2

Hi
)xi

n∑
i=1

wi|Hi|− 1
2 H−1

i exp(−1
2
‖x− xi‖2

Hi
)

(5)

为均值漂移迭代公式,表示采样点的加权平均值.由
公式(4)可知均值漂移向量M(x)总是指向密度大的
方向, 因此算法收敛到密度极大值点. 假设带宽参
数Hi固定且各向分布一致,带宽记做H = h2I . 此时
的均值漂移向量和均值漂移公式为

M(x) = m(x)− x = H
∇f̂(x)

f̂(x)
, (6)

m(x) =

n∑
i=1

wi exp(−1
2
‖x− xi

h
‖2)xi

n∑
i=1

wi exp(−1
2
‖x− xi

h
‖2)

. (7)

3 自自自适适适应应应带带带宽宽宽的的的快快快速速速动动动态态态高高高斯斯斯核核核均均均值值值漂漂漂

移移移算算算法法法(Fast dynamic Gaussian mean shift
based on adaptive bandwidth)
为了提高高斯核均值漂移算法的收敛速度, 本

文引入数据集的动态更新机制[6]. 在标准的均值漂
移算法中,数据集S固定不变,路径点T不断的更新,
算法如图1(a)所示. 而动态的均值漂移算法对数据
集S和路径T同时更新,每次迭代计算每个数据点的
均值漂移向量,并将数据点更新到均值点,下一次迭
代在新的数据集上进行, 算法的过程如图1(b)所示.
然而上述的方法均采用固定带宽h, 如果带宽过大,
可能会合并某些极值点. 因此本文提出自适应带宽
的数据集动态更新的均值漂移算法.

for xi ∈ S, i = 1, · · · , N

ti = xi

repeat

m(ti) =

n∑
j=1

wj exp(−1
2
‖ ti − xj

h
‖2)xj

n∑
j=1

wj exp(−1
2
‖ ti − xj

h
‖2)

distance = ‖m(ti)− ti‖2
ti ← m(ti)

until distance < tolerance
end

(a) 标准的均值漂移算法

repeat
for xi ∈ S, i = 1, · · · , N

ti = xi

m(ti) =

n∑
j=1

wj exp(−1
2
‖ ti − xj

h
‖2)xj

n∑
j=1

wj exp(−1
2
‖ ti − xj

h
‖2)

end
∀xi = m(ti)

until stop rule
Combination(xi,min distance)

(b) 动态的均值漂移算法

图 1 算法伪码图

Fig. 1 Pseudo code of the algorithm

3.1 自自自适适适应应应带带带宽宽宽的的的计计计算算算(Computing adaptive
bandwidth)
定定定理理理 1 设密度函数f服从正态分布N(µ, σ2),

用带宽为h的高斯核进行均值漂移, 当h = σ, 带宽
正规化的均值漂移向量的模取最大值.
证证证 由于f满足正态分布, 方差为σ2, 由中心极

限定理可得密度估计f̂(x)的均值也为正态分布:
E[f̂(x)] = Φ(x;σ2 + h2), 同理梯度估计的均值为:
E[∇f̂(x)] = ∇Φ(x;µ2 + h2). 当采样点的数量足够
大时,由大数定理可得[8]

p lim M(x) = H
E[∇f̂(x)]

E[f̂(x)]
=

H
∇Φ(x;σ2 + h2)
Φ(x;σ2 + h2))

= − h2

σ2 + h2
(x− µ). (8)

其中p lim表示概率极限.带宽正规化的均值漂移向
量的模为

M(x;h) = ‖p lim M(x)
h

‖ =
h

σ2 + h2
‖x− µ‖.

(9)
若h = σ, M(x;σ)2 − M(x;h)2 > 0, M(x, σ)为最
大值:

M(x;σ)2 −M(x;h)2 =
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(
1

4σ2
− h2

σ2+h2
)‖x−µ‖2 =

(σ2−h2)2

4σ2(σ2+h2)
‖x−µ‖2.

(10)

当h = σ,上式取等号,即M(x;σ)2为最大值.
证毕.
定理1证明了高斯分布数据集的属性, 其他结构

的数据集具有类似的特点.因此可以获得自适应带
宽的计算方法. 在第t次迭代过程中, 数据集中每个
数据点的最优带宽的计算步骤为

1) 设第t次迭代,初始的带宽为h(t)
prev;

2) 分别用较大的带宽h(t)
prev + ∆h(t)和较小的

带宽h(t)
prev − ∆h(t) 计算带宽正规化的均值漂向

量M = {M−,M,M+};
3) 计算正规化的均值漂移向量的模{‖M−‖,

‖M‖, ‖M+‖}, 将模取最大值的带宽作为数据点的
最优带宽h

(t)
opt. Shen证明了更新后的步长M小于2倍

初始步长时,算法一定收敛. 因此当更新后的步长大
于2倍初始步长,取初始步长进行计算;

4) 更新数据场.
动态更新后的数据点位置改变, 数据集的结构

也发生了变化,因此下一次迭代的初始带宽h(t+1)
prev 则

需要做相应的更新. 可以证明如果数据集满足高斯
分布,变化后的数据集仍然保持高斯分布.
定定定理理理 2 设t次迭代后的数据集为S(t) =

{x(t)
i , i = 1, · · · , n}服从正态分布N(µ, (σ(t))2),

则t + 1次高斯核均值漂移迭代后, 更新后的数
据集S(t+1) = {x(t+1)

i , i = 1, · · · , n}仍然服从正
态分布N(µ, (σ(t+1))2), 其中均值µ保持不变, 而方
差收缩为(σ(t+1))2 = (α(t))2(σ(t))2, 其中α(t) =
(σ(t))2/((σ(t))2 + h2),且 lim

t→∞
(σ(t+1))2 = 0.

证证证 数据集中任何一点x
(t)
i ∈ S(t)根据公式(4)

和(8), t + 1次迭代后数据更新为

x
(t+1)
i = x

(t)
i + M(x(t)

i ) =

x
(t)
i − h2

h2 + σ2
(x(t)

i − µ) =

σ2

h2 + σ2
x

(t)
i +

h2

h2 + σ2
µ = αx

(t)
i + c. (11)

容易证明: 当x
(t)
i = µ时, 代入式(11)得x

(t+1)
i = µ,

即均值保持不变; 而由于x
(t+1)
i 与x

(t)
i 之间存在线性

关系,因此S(t+1)方差为(α(t))2(µ(t))2. α < 1总成立,
因此 lim

t→∞
(α(t))2(µ(t))2 = lim

t→∞
(µ(t+1))2 = 0.

证毕.

由定理2可知,高斯分布的数据集动态更新后仍满足
高斯分布, 均值不变,方差减少, 数据集收缩. 因此,
t + 1次迭代时的带宽h应该根据α(t)减小. 而当数据
集不满足高斯分布时,数据点亦会收缩,但是主方向

上的数据收缩速度慢,非主方向上的收缩速度快. 因
此可以根据数据点的结构来计算每次迭代的初始带

宽参数H(t)
prev. 本文利用数据点各个方向的数据的直

径来度量各个方向的带宽的收缩比例.
定定定义义义 1 给定d维欧拉空间Rd中的n个采样

点S = {xi, 1 6 i 6 n}, xi = {xi1, · · · , xid}, 计算
ρ = {ρj = max(xij)−min(xij), i = 1, · · · , n, j =
1, · · · , d}, ρ为d × d的矩阵, ρj为对角线上的元素,
称ρ为数据集的直径.

t次迭代后的带宽为H(t), 则t + 1次迭代的带
宽H(t+1)的收缩比例α(t+1) = ρ(t+1)/ρ(t), 此时的带
宽H(t+1) = α(t+1)H(t). H(t+1)为d × d的对角矩阵,
对角线上的元素表示各项异性的带宽参数. 因此,根
据自适应带宽的计算方法可知,对于初始的数据集,
设置各向同性的带宽参数,随着数据的迭代,带宽根
据数据集的结构变化为各向异性的带宽参数.
3.2 快快快速速速的的的动动动态态态均均均值值值漂漂漂移移移算算算法法法(Fast dynamic

mean shift)
动态均值漂移算法虽然使数据集逐渐地收缩到

极值点,但是数据集的数目始终保持不变,因此数据
点逐渐地重叠在一起. 本文将重叠的数据点用一个
收敛点表示,该点的权值是所有重叠点的权值之和.
用收敛点计算均值漂移算法不影响算法的准确性,
并且能显著降低了每次迭代的计算量.
定定定义义义 2 当数据点G = {xi, i = 1, · · · , l}重叠

在一起时,即, ‖xi − xj‖2 = 0, (i, j = 1, · · · , l且i 6=
j),可以用一个点c = (wc, numc)来表示,其中点c的

权值为wc =
∑

wxi, numc = l,记录重叠的数据点
的数目,因此称c为G的收敛点.
快速动态均值漂移算法的停止规则是比较连续

两次迭代后数据集中数据量的个数, 当数据量不变
时可以结束迭代. 通过实验发现, 数据点常常会收
敛到鞍值点, 降低了算法的准确性. 但通常收敛到
鞍值点的数据点个数很少,可以通过判断收敛点c中

的numc将鞍值点中的数据点归并到离峰值点最近

的一个类中. 快速的动态均值漂移算法在不影响算
法的准确性的情况下, 通过减少数据集的数据量来
降低了算法的计算量.
3.3 空空空间间间的的的离离离散散散化化化方方方法法法(Spatial discretization)
虽然快速的动态均值漂移算法在多次迭代后,数

据量会显著下降.但初始迭代时, 若数据量大, 算法
总计算时间仍然很长. 本文提出了均匀的空间离散
化和kd-tree的自适应的空间离散化两种方法.
均匀的空间离散化方法首先将整个空间平均的

分成m块, 用每一块中的均值点参加快速动态均值
漂移算法, 最后均值点所属的类为数据块所属的
类.该离散化方法简单,适合对图像数据进行离散化.
另一种离散化方法是采用kd-tree算法对空间自适应
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划分. 计算每个块m中数据点的均值和方差,如果方
差太大,则将该块继续划分, 如果方差较小, 则停止
划分. 最后自适应带宽的快速动态均值漂移算法为

1) 根据数据集所含数目的大小及分布选择均匀
的空间离散化方法或kd-tree自适应的方法化简数据
集,同时计算数据点的初始带宽;

2) 根据定理１选择每个数据点计算最优带宽,
并根据均值漂移公式计算均值;

3) 将数据点更新到均值处, 用收敛点表示相互
重叠的数据点,并计算新数据集各个维度的直径;

4) 计算连续两次的数据集直径的比值,更新带
宽;

5) 比较连续两次数据集中数据的数目, 若相等
则停止迭代;否则循环执行2).
3.4 收收收敛敛敛速速速度度度和和和计计计算算算复复复杂杂杂度度度的的的分分分析析析(Speed of

convergence and complexity)
由定理2可知,当数据集满足正态分布时,自适应

带宽的快速动态均值漂移算法使数据集的方差收敛

渐近地收敛到0,因此可以计算它的收敛速度为

lim
t→∞

|σt+1 − 0|
|σt − 0| = lim

t→∞
|αtσt|
|σt| = lim

t→∞
αt = 0.

(12)

因此, 自适应带宽的快速动态均值漂移也是超线性
收敛. 当数据集不是高斯分布,数据集仍为超线性收
敛. 另外,当数据集满足正态分布时,可进一步计算
出收敛的阶数:

lim
t→∞

|σt+1|
|σt|p = lim

t→∞
|αtσt|
|σt|p = lim

t→∞
(σt)3−p

(σt)2 + (ht)2
.

(13)

当p = 3时, 数据集的方差3次收敛, 相应的数据集
也3次收敛,即动态的高斯核均值漂移算法3次收敛,
而静态的高斯核均值漂移算法的为1次收敛.
本文通过分析算法中数据点访问次数来计算

算法的复杂度, 如表1所示. 在标准的均值漂移
算法(MS)中, 数据点的访问次数约为t1dn2, t1为平

均迭代次数, d为维数, n为数据点的个数. 动态
的均值漂移算法(DMS)为t2dn2, t2为DMS的迭代次
数, 因为它以超线性的速度收敛, 因此t2 < t1.快
速的动态均值漂移算法(ADMS)的访问次数约

为t2d
t2∑

t=1

(n(t))2, n(t)为每次迭代数据点的个数, 其

中n(t) > n(t+1), t = 1, · · · , t2.
表 1 算法的计算复杂度比较

Table 1 Comparison of the complexity

MS DMS ADMS

复杂度 t1dn2 t2dn2 t2d
t2P

t=1
(n(t))2

4 实实实验验验结结结果果果(Experiment results)
本文采用MATLAB实现算法. 首先对人工合成

的数据进行实验, 图2是合成的非线性数据集, 数
据点数目为32640. 由于数据量很大计算时间很
长,采用kd tree算法对空间进行自适应的离散化,获
得3300个数据点, 如图2(a)实心点所示. 自适应动
态均值漂移的过程如图2(a)(b)(c)所示, 最后的分类
结果如图2(d)所示, 算法正确的将数据集分为3类.
对于化简后的数据集, 自适应带宽的快速动态均
值漂移算法比固定带宽的动态均值漂移算法提

高了51.2%, 比标准的均值漂移算法提高了92.12%.
3种算法的计算时间、迭代次数以及数据点访问次
数的比较如表2所示.

图 2 非线性分布数据集的聚类过程及结果.
Fig. 2 The process and results of clustering for non-linear

distributed data
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表 2 算法的结果比较

Table 2 Comparison of the performance

MS DMS ADMS

时间/s 100.157 16.17 7.89
迭代次数 22 10 10
访问次数 73260 33000 14298

均值漂移算法常用来对图像进行分割, 因此本
文将该算法应用到图像数据. 首先对图像采用均匀
的空间离散化方法,将数据集化简,然后利用自适应
带宽的快速动态均值漂移算法,分割的效果如图3所
示. 图3中的第1个图是298 × 234的牙齿切片图像.
平均的空间离散化后为60×47,初始带宽为20,迭代
次数为5次后分类结果为图3中的第2图. 通过观察发
现,第2图将牙齿切片数据正确的分类为牙釉质、牙
本质、牙髓和背景4类,并用不同的颜色表示聚类的
结果.实验表明,本文的方法在保证了分类效果的同
时,提高了计算效率.

图 3 tooth切片分类结果图

Fig. 3 Result of segmentation of tooth slice

5 总总总结结结(Conclusion)
本文提出了高斯核均值漂移加速算法. 动态更

新机制使数据集超线性收敛到极值点. 收敛点和离
散化方法降低了每次迭代的计算量. 根据数据集的

直径自适应更新带宽,提高了算法的准确性. 未来的
研究方向是利用快速高斯变换来化简计算,进一步
提高计算效率.
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