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摘要: 考虑门限协整回归模型中线性的检验问题. 在原假设为线性协整的条件下, 构造了SupLM(supremum
Lagrange multiplier)统计量, 并给出了极限分布. Monte Carlo实验研究了SupLM检验的有限样本性能, 结果表
明SupLM检验不受回归误差的序列相关性影响,也不受广义的自回归条件异方差GARCH(generalized autoregressive
conditional heteroskedastic)的影响.应用SupLM检验方法检测美国国库券收益率之间的关系,结果表明不同到期时
间的国库券收益率之间存在门限协整关系.
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Abstract: A testing procedure is proposed to distinguish the linearity from co-integration regressions with threshold
effect. A SupLM test is presented for the null of linear co-integration; the null limiting distribution is then derived, and the
asymptotic critical values are simulated. Moreover, the performance of the test is studied by using Monte Carlo simulation,
which proved that the test works quite well. It is clearly shown that the SupLM test has good finite sample properties, even
in the presence of serial correlation of regressor-error or the errors following the generalized autoregressive conditional
heteroskedastic (GARCH) processes. Finally, the feasibility of the proposed test is illustrated by examining the threshold
nonlinearity of co-integrating regression for U.S. treasury yield curve rates.
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1 引引引言言言(Introduction)
自从Engle和Granger在文献[1]中首次提出线性

协整模型(也称同积模型[2])以来, 协整分析方法广
泛应用于金融时间序列分析和宏观经济分析.但是
应注意在协整的理论和应用研究中, 常假设协整关
系满足线性性, 根据经济理论,在某些场合下, 线性
的协整关系与经济分析不符, 见文献[3,4]. 最近文
献[5]提出了门限回归模型,该模型的协整关系由门
限变量控制是分段线性的. 在文献[5]所提的模型中,
门限变量是协整系统以外的平稳随机序列. 对于一
组具有均衡关系的协整向量, 选择合适的门限变量
往往比较棘手,因此该模型难以用于实证分析.
本文提出了一类新的门限协整回归模型,旨在协

整关系存在的框架下, 进一步检验均衡关系属于线

性协整还是门限非线性协整. 在模型中直接用回归
量作为门限变量,克服了文献[5]中门限变量难以选
择的缺陷.为了检验门限协整回归模型中的线性性,
利用拉格朗日乘子(Lagrange multipler, 简称LM)检
验方法. 由于在备择假设中存在不能识别的门限
参数, 因此构造了SupLM统计量进行检验, 并得到
了SupLM检验的极限分布.
2 模模模型型型与与与假假假设设设(The model and asumptions)
考虑带门限效应的协整回归模型如下:

yt = βxt + λxt1x + ut, (1)

xt = xt−1 + vt. (2)

其中: t = 1, 2, · · · , T ; ut为独立同分布随机变量,
均值为零且方差为σ2

u; vt为1维的零均值的平稳过
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程, 初值x0是满足E |x0|4 < ∞的任意随机变量;
1x = 1{xt > γ}为示性函数, 当xt > γ时为1, 否
则为0; γ为门限参数.

模型(1)是线性协整回归的一种非线性扩展.
当xt < γ时, 协整向量为(1,−β)′; 当xt > γ时, 协
整向量为(1,−β − λ)′. 在非平稳变量yt和xt之间,门
限参数确定了两种协整机制.为了在门限协整回归
模型中检测出线性协整, 因此检验的原假设为H0:
λ = 0;备择假设H1为λ 6= 0.
为方便讨论, 给出符号说明. 用

p→表示依概率
收敛, ⇒表示弱收敛, [·] 为向下取整. 用 Wu (r) 和
Wv (r)表示标准的Brown运动. 用Bu (r)和Bv (r)表
示一般的Brown运动, 满足Bu (r) = σuWu (r)和
Bv (r) = σvWv (r), 并令1W = 1 {W (r) > 0}和
1B = 1 {B(r) > 0}.
下面给出需要用到的假设条件.
假假假设设设 1 令wt = [ut, vt]′, 由文献[6]的泛函中心

极限定理, 有T−1/2
[Tr]∑
j=1

wj ⇒ B(r)成立, 而B(r) =

[Bu(r), Bv(r)]
′(0 6 r 6 1)是Brown运动,其协方差

矩阵为

Ω =
[
σ2

u σuv

σvu σ2
v

]
.

其中: σ2
u = E [u2

t ], σuv = E [utvt]和σ2
v = E [v2

t ].
在协方差矩阵中, σuv表示了误差过程之间的

相互关系.当σuv = 0, 表明ut和vt无相关性, 则xt关

于协整回归是外生的; 当σuv 6= 0, 表明ut和vt是

相关的, 则xt关于协整回归是内生的. 本文主
要讨论σuv = 0情况下模型(1)中的检验问题. 对
于ut和vt是相关的情况, 可以利用充分改进的最小
二乘方法进行估计,请见文献[6].
假假假设设设 2 门限参数γ ∈ Γ且Γ = [γL, γU ]是门限

变量样本空间的封闭子集,其中P (xt 6 γL) = θ1 >

0,且P (xt > γU) = 1− θ1.
假设2对θ1 ∈ Θ = [θ1, 1− θ1]的选择是任意的,

但在实证分析中需要加以限制.目的是保证在每种
机制下有足够的样本估计回归参数, 常用的选择
是θ1为0.1或0.15.
上述假设条件常用于研究非线性协整回归模型,

见文献[4,5].
3 统统统计计计量量量与与与极极极限限限分分分布布布(Test statistic and limit-

ing distribution)
本节研究门限模型中检验线性协整的理论问题.

首先构造SupLM检验统计量, 然后推导出统计量的
极限分布,最后对模型进行扩展.
3.1 SupLM统统统计计计量量量(The SupLM statistic)
本文采用LM检验方法检测模型(1)中的线性协

整. 对给定的门限参数γ,将模型(1)改写为矩阵形式:

Y = Xβ + Xγλ + U, (3)

其中:

Y = (y1, · · · , yT )′, X = (x1, · · · , xT )′,

Xγ = (x11{x1 > γ}, · · · , xT 1{xT > γ})′,
以及

U = (u1, u2, · · · , uT )′.

给定门限参数γ, 模型(3)中参数(β, λ)的普通最
小二乘估计(OLS)表示为(β̂(γ), λ̂(γ)),Û(γ)为相应
估计的残差. 因此,有

Y = Xβ̂(γ) + Xγλ̂(γ) + Û(γ) (4)

以及

σ̂2
u = T−1Û(γ)Û ′(γ). (5)

令M = I − X (X ′X)−1
X ′, 其中I为单位矩阵.

检验线性协整和门限协整的LM统计量定义为

LMT (γ) =
1
σ̂2

u

U ′MXγ

(
X ′

γMXγ

)−1
X ′

γMU ′. (6)

在原假设成立的条件下,有MU = MY成立.
对给定的门限参数γ, 如上定义的LM统计量是

合适的. 注意到在实际应用中,门限参数γ是未知的.
由于门限参数γ仅存在于备择假设中而不存在于原

假设中, 因此LM检验是非标准的. 这类仅在备择
假设中存在冗余参数的检验问题, 称之为Davies问
题[7]. 基于文献[8]解决Davies问题的方法, 本文采
用LM检验的上确界统计量来检验门限协整回归中
的线性性,定义为

SupLM = sup
γ∈Γ

LMT (γ). (7)

3.2 极极极限限限分分分布布布(Limiting distribution)
为得到 SupLM统计量的极限分布, 首先证明两

个引理.
引引引理理理 1 若假设1,2成立,如果σuv = 0,则在原假

设H0条件下,当T →∞,有

a)
1
T 2

T∑
t=1

x2
t ⇒

w 1

0
B2

v = σ2
v

w 1

0
W 2

v ;

b)
1
T 2

T∑
t=1

x2
t1x ⇒

w 1

0
1BB2

v = σ2
v

w 1

0
1W W 2

v .

证证证 a)的证明由文献[9]中引理3(b)直接可得.

对于b),设γ̄ = max
γ∈Γ

|γ|,令10 = 1{xt > 0},
∣∣∣∣

1
T 2

T∑
t=1

x2
t1x − 1

T 2

T∑
t=1

x2
t10

∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣

1
T 2

T∑
t=1

x2
t1{0 < xt 6 γ̄}

∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣

1
T 2

T∑
t=1

x2
t1{|xt| 6 γ̄}

∣∣∣∣ 6 1
T 2

T∑
t=1

γ̄2 → 0.
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由假设1有T−1/2x[Tr] ⇒ Bv (r),所以

1
T 2

T∑
t=1

x2
t1x =

w 1

0
(

1
T 1/2

x[Tr])21xdr ⇒
w 1

0
Bv (r)2 1Bdr.

其中Bv (r)为Brown运动. 因为函数s21 {s > 0}关
于s连续,最后由连续映照定理可得b)成立.

引引引理理理 2 若假设1,2成立, 如果σuv = 0, 则在原
假设H0条件下,当T →∞,有

c)
1
T

T∑
t=1

xtut⇒
w 1

0
BvdBu =σv

w 1

0
WvdWuσu;

d)
1
T

T∑
t=1

1xxtut ⇒ σv

w 1

0
1W WvdWuσu.

证证证 c)的证明由文献[9]中引理3(e)可得.

下面证明d), 令ST (γ) = T−1
T∑

t=1

1xxtut以

及ST (0) = T−1
T∑

t=1

10xtut,先考虑

sup
γ∈Γ

|ST (γ)− ST (0)| p→ 0. (8)

对任意的γ ∈ Γ ,有

|ST (γ)− ST (0)|6 1
T

T∑
t=1

|1 {−γ̄ 6 xt < γ̄}xtut|.

由上式右端知式(8)的上确界有界,当T →∞有
E

{
1
T

T∑
t=1

|1 {−γ̄ 6 xt < γ̄}xtut|
}

6

1
T

T∑
t=1

√
E [1 {−γ̄ 6 xt < γ̄}x2

t ]
√

E |ut|2 6
√

E |ut|2 γ̄2
1
T

T∑
t=1

√
E[1{−γ̄6xt <γ̄}] → 0.

对于上式最后收敛为零,是因为对任意的ε > 0,有

lim
T→∞

1
T

T∑
t=1

E [1 {|xt| 6 γ̄}] =

lim
T→∞

w 1

0
E

[
1

{
T−1/2

∣∣x[Tr]

∣∣ 6 T−1/2γ̄
}]

6

lim
T→∞

w 1

0
E

[
1

{
T−1/2

∣∣x[Tr]

∣∣ 6 ε
}]

=
w 1

0
lim

T→∞
E

[
1

{
T−1/2

∣∣x[Tr]

∣∣ 6 ε
}]

=
w 1

0
E [1 {|W (r)| 6 ε}] = E

w 1

0
1 {|W (r)| 6 ε}.

当T足够大时,有T−1/2γ̄ < ε,由于ε的任意性,再利
用控制收敛定理可得.

因为函数s · 1 {s > 0}关于s是连续的, 利用文
献[10]的结论可得

1
T

T∑
t=1

1xxtut ⇒
w 1

0
1BBvdBu.

利用引理1和2，可得到关于SupLM统计量具有
如下性质.
定定定理理理 3 设假设1,2成立, 如果σuv = 0, 在原假

设H0: λ = 0条件下,当T →∞,有

SupLM ⇒ A2

B
.

其中:

A =w 1

0
1W WvdWu−

w 1

0
1W W 2

v (
w 1

0
W 2

v )−1
w 1

0
WvdWu,

B =
w 1

0
1W W 2

v −
w 1

0
1W W 2

v (
w 1

0
W 2

v )−1
w 1

0
1W W 2

v .

证证证 因为

LMT (γ) =
1
σ̂2

u

U ′MXγ

(
X ′

γMXγ

)−1
X ′

γMU ′,

由引理1可得
1
T 2

X ′
γMXγ =

1
T

X ′
γXγ − 1

T
X ′

γX (X ′X)−1
X ′Xγ ⇒

w 1

0
1BB2

v −
w 1

0
1BB2

v

(w 1

0
B2

v

)−1 w 1

0
1BB2

v ,

由引理2可得
1
T

X ′
γMU =

1
T

X ′
γU − 1

T
X ′

γX (X ′X)−1
X ′U ⇒

w 1

0
1BBvdBu−

w 1

0
1BB2

v

(w 1

0
B2

v

)−1 w 1

0
BvdBu,

所以

LMT (γ) ⇒ σ2
u

σ̂2
u

A2

B
.

最后由大数定律可得σ̂2
u

p→σ2
u,再利用连续映照定理

即可得结论.
3.3 模模模型型型的的的扩扩扩展展展(Extension of the model)
模型(1)中未包含截距项,因此定理3给出的检验

性质适用于检验无截距项的门限模型的线性性. 事
实上,定理3的结论可以进一步推广到含截距项的模
型. 带截距项的门限协整回归模型为

yt = β0 + β1xt + (λ0 + λ1xt) 1x + ut =

β∗zt + λ∗zt1x + ut. (9)

其中: β∗ = (β0, β1)′, λ∗ = (λ0, λ1)′, zt = (1, xt)′.
分别用W ∗

v = (1,Wv)′和B∗
v = (1, Bv)′替换定理中

的Wv和Bv,则定理3的结论仍然成立.
在原假设下, 分别模拟了无截距项和含截距项

两种情况下SupLM检验的渐近临界值. 设区间Θ =
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[0.1, 0.9], 利用样本量T=1000并重复计算10000次,
表1给出了两种情况的渐近临界值.

表 1 渐近临界值

Table 1 Asymptotic critical values

分位数 1% 5% 10% 90% 95% 99%

无截距项 0.50 0.90 1.23 6.85 8.316 11.496
含截距项 1.17 1.69 2.03 7.76 9.306 12.230

4 Monte Carlo实实实验验验(Monte Carlo experiment)
本节主要利用Monte Carlo实验研究SupLM检验

的有限样本性质, 即考察SupLM检验的经验水平
值和经验势函数值. 经验水平值给出原假设为真
时SupLM检验的性能,而经验势函数值给出原假设
为假(备择假设为真)时的检验性能.
4.1 经经经验验验水水水平平平值值值(Size)
设计如下实验,原假设下数据生成过程(data gen-

erated process,简称DGP)为{
yt = β0 + βxt + ut,

xt = xt−1 + vt.
(10)

其中vt = ρvt−1 + εt为一个AR(1)过程, ρ 6= 0表示误
差过程vt含有序列相关性. 对模拟数据的拟合模型

采用模型(1)或(9).

实验中, 无截距项的协整回归中设β = 1; 含

截距的协整回归中设β0 = 0.5和β1 = 1. 误差过程

分别由同方差和异方差两种类型产生,同方差指误

差过程ut和εt由独立同分布的随机变量N (0, 1)生
成. 异方差采用独立的GARCH(1,1)过程产生ut和εt,

即ut ∼ N
(
0, σ2

u,t

)
且σ2

u,t = 1 + 0.2u2
u,t−1 + φσ2

u,t−1,

εt类似. 在同方差情况下,考虑DGP1: ρ = 0和DGP2:

ρ = 0.5, 在GARCH异方差情况下DGP3-DGP5中:

φ分别为0.25,0.5和0.75且ρ = 0. 对每种情况的数

据生成过程,取样本T100和T200分别重复2000次实

验,并基于渐近临界值记录拒绝原假设的次数.

表2给出了SupLM检验在5%的名义水平上的经

验水平值, 即原假设(线性协整)为真时拒绝线性协

整的频率. 表2中的结果说明无论回归量是否具有

序列相关性, 或者误差过程服从GARCH(1,1)形式,

SupLM检验都能正确地判断模拟数据是线性协整.

表 2 SupLM检验的经验水平值
Table 2 Size of SupLM tests

同方差(φ = 0.0) 异方差(ρ = 0.0)
参数 T

ρ = 0.0 ρ = 0.5 φ = 0.25 φ = 0.50 φ = 0.75

100 0.0410 0.0415 0.0485 0.0530 0.0645
无截距项

200 0.0465 0.0505 0.0485 0.0525 0.0690

100 0.0410 0.0345 0.0515 0.0495 0.0525
含截距项

200 0.0400 0.0370 0.0480 0.0555 0.0710

4.2 经经经验验验势势势函函函数数数值值值(Power)
下面实验研究在备择假设下，SupLM检验的

能力. 设数据生成过程为

yt = β0 + β1xt + (λ0 + λ1xt) 1 {xt > γ}+ ut.

(11)

其中: 无截距项时β = 1, 含截距项时设β0 = 0.5
和β1 = 1. 对应的λ0和 λ1参数设置见表3, 其中
λ0 = 0表示无截距项模型. 误差过程ut, vt和εt的

生成方式与检验经验水平时一样. 门限参数γ设

为xt的样本均值.
表3给出了SupLM检验在5%的名义水平上的

功效. 当样本大小分别为T = 100和T = 200时, 统
计2000次重复实验中拒绝原假设的频率.从表3的
结果可以看到SupLM检验具有良好的功效. 第

一, 在固定协整机制不变时, 样本量的增加使得
经验势函数值增加. 例如, 对同方差下的无截
距项模型, ρ = 0和 λ = 0.2时, T = 100的势函
数值为0.6435, T = 200时为0.9450. 第二, 当固
定样本容量不变时, 两种协整机制的差异变大
时, 势函数值增加. 如对异方差下含截距项的模
型, φ = 0.5和T = 100时, λ = 0.2的势函数值
为0.5170,而λ = 0.5时为0.9315. 第三,无论是否含
截距项, ρ 6= 0的势函数值在T = 100时显著高于
其他情况的效, 但随着样本容量增大或者协整机
制之间的差异变大时, 与其他情况的效之间的差
别减小. 这说明SupLM检验对含序列相关性的小
样本检验更稳定. 综上所述,在模拟数据由门限协
整回归模型产生时, SupLM检验很容易检测出门
限非线性.
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表 3 SupLM检验的经验势函数值
Table 3 Power of SupLM tests

同方差(φ = 0.0) 异方差(ρ = 0.0)
参数 (λ0, λ1) T

ρ = 0.0 ρ = 0.5 φ = 0.25 φ = 0.50 φ = 0.75

(0.0,0.2) 100 0.6435 0.9280 0.6450 0.6340 0.6115
200 0.9450 0.9985 0.9455 0.9435 0.9225

无截距项
(0.0,0.5) 100 0.9665 0.9990 0.9665 0.9565 0.9390

200 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9995

(0.2,0.2) 100 0.4895 0.8350 0.5070 0.5170 0.5105
200 0.8860 0.9935 0.8795 0.8885 0.8485

含截距项
(0.5,0.5) 100 0.9410 0.9985 0.9420 0.9315 0.8985

200 1.0000 1.0000 0.9995 0.9995 0.9945

5 实实实例例例分分分析析析(Empirical illustration)
本节应用SupLM检验检测两支美国债券的

收益率(单位: 美元)之间是否存在门限协整关
系. 选择到期时间分别为10年和5年的两种债
券1(treasury note), 分别用符号R10和R5表示. 样
本时间从1977年2月至2005年12月, 以年为单位,
共348组数据样本.
图1给出了收益率变化的时序情况. 观察

图1(a), 发现两个时间序列应该具有非平稳特征,
而在(b)和(c)中, 1阶差分序列表现出方差聚类现
象, GARCH检验表明差分序列中含有异方差特征,
为节省空间这里略去检验结果.

(a)原始时序图

(b) R5的1阶差分序列

(c) R10的1阶差分序列

图 1 债券收益率的时序变化图

Fig. 1 Yield curve rates of treasure notes (Horizontal axis

首先验证R10和R5中是否含有单位根, 采
用ADF单位根检验和文献[11]的方法. 文献[11]的
方法适合检验带异方差的单位根.检验结果见表4,
结果表明在R10和R5中含有单位根.
注注注 表4中: 单位根检验的滞后步数由AIC准则确定.

1/λ2 = E(1/σ2
t ), σ2

t是回归模型误差的条件方差.

*,**和***分别表示在10%, 5%和1%的显著水平上接受单

位根.

其次对含异方差的R10和R5序列进行协整检

验, 文献[12]表明Johansen似然比检验仍然有效.
利用Johansen似然比的迹检验检测收益率之间
是否具有协整关系, 迹统计量值为18.173,对应
的5%的显著水平临界值为15.41,因此接受收益率
之间存在一个协整关系. 再利用Engle-Granger方
法建立R10对R5的线性回归方程,从而得到残差序
列ût,经检验ût是平稳的,再次说明收益率之间存
在协整关系.计算ût和vt(R5的差分序列)之间的相
关系数为– 0.0747(对应p-值为0.1645大于0.05), 表
明5年期的序列关于协整回归是外生的.

1本文数据来源于: http://cn.finance.yahoo.com/indices.
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表 4 国库券收益率的单位根检验

Table 4 Unit root tests for the time series of treasury yield curve rates

ADF方法 Seo方法
变量

水平 1阶差分 λ 水平 1阶差分

R10 –3.335** –13.357 0.59 –1.395*** –5.628
R5 –3.741* –12.812 0.76 –1.487*** –5.772

最后在门限协整回归模型中检验线性性. 由
于截距项的t统计量显著,采用含截距项的门限模
型. 设门限参数的可容许范围为θ1 ∈ [0.1, 0.9],计
算SupLM统计量的值为27.2715, 在99%的显著水
平上大于临界值12.2298. 因此拒绝线性协整的原
假设. 这表明在门限协整回归的框架下,债券收益
率之间存在非线性协整.
6 结结结束束束语语语(Conclusion)
本文提出了SupLM检验方法, 检测门限协整

回归模型中的线性性. 在原假设为线性协整的
条件下, 构造SupLM统计量, 并研究了相应的检
验理论. Monte Carlo实验研究了SupLM检验的有
限样本性质, 模拟结果表明SupLM检验具有合理
的经验水平和较高的经验势函数值. 实验证明
了SupLM检验不受回归量误差的序列相关性影响,
也不受GARCH异方差的影响,能够有效地区分线
性协整和门限协整. 实证分析表明两个不同到期
时间的国库券收益率之间存在门限协整关系.
关于回归量关于门限协整回归是内生的情况,

以及把模型由单门限扩展到双门限或更多门限的

情况正在进一步研究中.
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