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摘要:利用扩散算子特性、M–矩阵性质和不等式分析技巧,在不要求神经网络激励函数的有界性、单调性、可微
性以及平均时滞有界性的弱保守条件下,研究了一类具有反应扩散混合时滞的非自治Cohen-Grossberg神经网络的
实不变集、全局指数稳定性和指数耗散性,并给出了相关的充分性条件.文中所使用的方法摒弃了常规构造适当
的Lyapunov泛函的方法,克服了Lyapunov泛函难构造的困难,且得到的结果扩展和改进了其他文献结果.最后给出
了一个数值例子来说明所得结果的有效性.
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Exponential dissipativity of Cohen-Grossberg neural networks with
mixed delays and reaction-diffusion terms

LOU Xu-yang, CUI Bao-tong
(College of Communication and Control Engineering, Jiangnan University, Wuxi Jiangsu 214122, China)

Abstract: Without assuming the boundedness, monotonicity and differentiability of the activation functions and the
boundedness of average time delays, the invariant set, global exponential stability and exponential dissipativity of a class of
Cohen-Grossberg neural networks with mixed delays and reaction-diffusion terms are studied by employing the properties
of diffusion operator, M–matrix and inequality technique. Some correlative sufficient conditions are then derived. The
method used in this paper ignores the common requirement of constructing proper Lyapunov functionals, thus eliminat-
ing the difficulty in building proper Lyapunov functionals. Moreover, the results extend and improve the prior results in
publications. Finally, a numerical example is given to illustrate the effectiveness of the results.
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1 引引引言言言(Introduction)
近 年 来, 许 多 学 者 已 深 入 研 究 了Cohen-

Grossberg神经网络(CGNNs)的动力学行为, 并且得
到了许多关于自治的时滞CGNNs系统稳定性等动
力学的研究成果[1∼4]. 然而,由于各种并行通道的存
在,使网络具有空间特征,这使得人们试图通过分布
时滞来模拟网络的时间滞后[5∼8]. 事实上,一个实际
的神经网络应该是离散时滞(或时变时滞)与分布时
滞的混合体.
另外,在研究神经网络的动力学渐近行为时,不

仅要考虑它对时间的依赖和时间的延迟, 还要考虑
空间随时间的涨落, 因而对具有反应扩散的时滞神
经网络动力行为的研究是十分必要的. 关于具有反
应扩散的神经网络的稳定性问题在文献[11 ∼ 16]中
已经做了较深入的研究.同时, 正如Liao[15], Arik[16]

所指出, 动态神经网络的耗散性是一个很重要的
属性, 并且在稳定性理论、混沌同步理论、系统范
数估计和鲁棒控制领域有着广泛应用价值[17,18].
文献[16]获得了一些离散时滞自治神经网络全局
耗散性的充分性判据. Cao[19]等利用Lyapunov方法
和LMI技巧研究了一类混合时滞神经网络的全局点
耗散问题.在文献[20]中,作者研究了一类含离散时
滞和无限时滞自治神经网络耗散性, 得到了一些改
进型的充分准则. 但以上结果都是基于Lyapunov方
法. 据笔者所知,关于含混合时滞的反应扩散Cohen-
Grossberg神经网络的指数耗散性的研究报道尚未见
报道.
因此, 本文采用扩散算子特性结合M–矩阵性质

以及Hölder不等式,在去掉激励函数的有界性、单调
性、可微性和平均时滞

w ∞
0

sKij(s)ds有界等限制条
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件下, 讨论同时具有离散时滞和分布时滞的反应扩
散Cohen-Grossberg神经网络的指数耗散性的判别方
法, 并给出不变集和吸引集的空间位置. 由于给出
的代数判据易于检验,故具有广泛的适用性,并且改
进和推广了目前此类模型的最新结果. 由于Cohen-
Grossberg神经网络具有一定的代表性, 其研究意义
与应用前景不言而喻.
2 系系系统统统描描描述述述与与与准准准备备备工工工作作作(System description

and preliminaries)
考虑如下具有混合时滞的反应扩散Cohen-

Grossberg神经网络模型:



∂ui(t, x)
∂t

=
l∑

k=1

∂

∂xk

(
Dik

∂ui(t, x)
∂xk

)
−

ai(ui(t, x))[bi(ui(t, x))−
n∑

j=1

cij(t)fj(uj(t− τij(t), x))−
n∑

j=1

dij(t)
w t

−∞
Kij(t− s)×

gj(uj(s, x))ds + Ji(t)],
∂ui(t, x)

∂ñ
= 0, t > t0, x ∈ ∂Ω,

ui(t0 + s, x) = φi(s, x), −∞ < s 6 0.

(1)

其中:

∂ui

∂ñ
:=

(
∂ui

∂x1

,
∂ui

∂x2

, · · · ,
∂ui

∂xl

)T

= 0, (2)

i = 1, 2, · · · , n, x ∈Ω. 光滑函数Dik = Dik(t, x, u)
> 0 表示轴突信号传输过程中的扩散算子, s表

示轴突信号传输过程中的延迟, n是网络中神经

元的个数, ui, xk分别表示状态变量和空间变量,
Ji(t)是对第i个神经元在t时刻的偏置, fj(·), gj(·)是
激励函数, ai(·) > 0表示放大函数, bi(·)表示行
为函数, 时滞τij(t)满足0 6 τij(t) 6 τ, τ为常数,
cij(t), dij(t)分别表示神经元之间的时滞联接权和

分布时滞联接权.
∂ui

∂ñ
= 0 (t > t0, x ∈ ∂Ω),

φi(s, x)分别表示边值和初值. Ω是Rp中具有光

滑边界∂Ω的紧集, 并在Rm中的测度mes Ω > 0.

假定: cij(t), dij(t), Ji(t)均为连续函数; 同时假
定φi(s, x) ∈ C((−∞, t0],R), 时滞内核Kij(·)具有
下列属性:

i) Kij是定义在[0,−∞)上的实值非负连续函数;

ii)
w ∞

0
Kij(s)ds = 1.

定义如下记号: 令C = C((−∞, 0] × Ω,Rn). 对
于φ(s, x) ∈ C,定义

[φ]+s , (‖φ1‖2s, ‖φ2‖2s, · · · , ‖φn‖2s)T.

其中:

‖φi‖2s , max
−∞<s60

‖φi(s, x)‖2,

‖φi(s, x)‖ ,
[ w

Ω
|ui(t, x)|2dx

]1/2

.

对任意实矩阵A = (aij)n×m和B = (bij)n×m, 如

果aij > bij, ∀i ∈ {1, 2, · · · , n}, j ∈ {1, 2, · · · ,m},
则A > B. N表示自然数集. R表示实数集. | · |表
示Euclidean范数.
作如下假设:
H1) 函数ai(u) (i = 1, 2, · · · , n)是正的、有界函

数,且对所有u ∈ R, i = 1, 2, · · · , n,满足

0 < αi 6 ai(u) 6 αi < +∞.

H2) 函数bi(u) : R → R是一个连续函数, 存在
连续函数hi(t) > 0和常数βi > 0, c∗ij > 0, d∗ij > 0,

J∗i > 0, i, j ∈ N,使得

b
′
i(u) > βihi(t), |cij(t)| 6 c∗ijhi(t),

|dij(t)| 6 d∗ijhi(t), |Ji(t)| 6 J∗i hi(t).

H3) 函数fj(·)和gj(·)满足Lipschitz条件, 即: 存
在两个正对角矩阵F = diag{F1, F2, · · · , Fn}
和G = diag{G1, G2, · · · , Gn}满足

|fj(u)− fj(v)| 6 Fj|u− v|,
|gj(u)− gj(v)| 6 Gj|u− v|,

对所有u, v ∈ R, j = 1, 2, · · · , n.

定定定义义义 1 对于集合S ⊂ C, 若对任意的初始条
件φ ∈ S, 当t > t0时, 系统(1)满足初始条件φ的

解ut(t0, φ) ∈ S, 其中ut(t0, φ) = u(t + s; t0, φ)
(s ∈ (−∞, 0]),则称S为系统(1)的正不变集.
定定定义义义 2 对系统(1)的任意两个解u(t; t0, φ)和

u(t; t0, ψ), 初始条件分别为φ, ψ ∈ C, 如果存在常
数δ > 0和M > 1使得对∀t > t0

‖u(t; t0, φ)− u(t; t0, ψ)‖6M‖φ− ψ‖se−δ(t−t0)

(3)

成立,其中:

‖u‖ ,
( n∑

i=1

‖ui(t, x)‖2
2

) 1
2

,

‖φ‖s ,
( n∑

i=1

‖φi(s, x)‖2
2s

) 1
2

,

则称系统(1)是全局指数稳定的.
定定定义义义 3 如果存在正常数M1,M2和δ满足

‖u(t; t0, φ)‖ 6 M1‖φ‖se−δ(t−t0) + M2, (4)

对所有∀φ ∈ C, t > t0,则称系统(1)是指数耗散的.
定定定义义义 4 实数矩阵A = (aij)n×n为M–矩阵, 如
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果下列条件满足

1) aii > 0, aij 6 0 (i 6= j; i, j = 1, 2, · · · , n);
2) 矩阵A所有顺序主子式det Ai > 0.

3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
这一部分, 笔者研究非自治Cohen-Grossberg 神

经网络系统(1)的实不变集、全局指数稳定性和指数
耗散性.
定定定理理理 1 假设系统(1)满足条件H1) ∼ H3),如果

W = L− C∗F −D∗G (5)

是一个M–矩阵, 则S = {φ ∈ C
∣∣∣[φ]+s 6 N ,

W−1I∗µ}是系统(1)的正不变集,其中:

µ = mes Ω, J∗ = (J∗1 , J∗2 , · · · , J∗n)T,

f∗ = (|f1(0)|, |f2(0)|, · · · , |fn(0)|)T,

g∗ = (|g1(0)|, |g2(0)|, · · · , |gn(0)|)T,

I∗ = C∗f∗ + D∗g∗ + J∗,

L = diag{α1β1

α1

,
α2β2

α2

, · · · ,
αnβn

αn

},
C∗ = (c∗ij)n×n, D∗ = (d∗ij)n×n.

证证证 由Green公式和边界条件(2)得利用H1) ∼
H3)结合Hölder不等式、Green公式以及分析技巧可
得结果成立,由于篇幅限制省略. 证毕.
定定定理理理 2 如果定理1条件都成立,且存在一正常

数λ使得连续函数hi(t)满足w t

s
αiβihi(ξ)dξ > λ(t− s), t > s > t0, i ∈ N,

(6)

则系统(1)是全局指数稳定的且指数收敛率δ 6 λ,

并由下式

Lr − (C∗F eτδ + D∗G)r(1 +
δ

λ− δ
)r > 0 (7)

决定,其中r = (r1, r2, · · · , rn)T > 0为一正向量.
结合定理1和定理2,容易得到下面的定理.
定定定理理理 3 假设定理2的所有条件都成立, 则系

统(1)是指数耗散的.
注注注 1 从形式上看, 非自治系统(1)具有很一般性的

特点, 包含了许多神经网络模型. 在假设激励函数在有
界性、单调性、可微性等人为性较强的条件下, 许多学者
给出了不同神经网络系统平衡点存在性的某些充分条

件[2∼6,9,11∼12]. 然而, 要求激励函数有界或单调有时会
显著改变网络系统的一些特牲[21]. 另外, 文献[10]通过
构造Lyapunov泛函、M–矩阵理论和分析技巧得到了一类
反应扩散分布时滞递归神经网络周期解的存在性和全

局指数稳定性, 但是对时滞核函数做了
w∞
0

sKij(s)ds <

∞和
w∞
0

seεsKij(s)ds < ∞的限制. Arik[16]提出了针对一

般定常时滞自治神经网络全局耗散性的充分性判据, 而
对混合时滞神经网络不适用; Cao[19]等利用Lyapunov方

法和LMI技巧研究了一类混合时滞自治神经网络的全局
点耗散问题, 但是要求变时滞可微且有界. Song[20]等利

用Lyapunov方法和分析技巧得到了含离散时滞和无限时滞
自治神经网络耗散性的改进型结果,但仍然要变时滞可微
且有界,而且对时滞核函数做了较多的限制.而本文所研究
的含混合时滞和反应扩散的Cohen-Grossberg神经网络比以
上自治神经网络更具一般性, 并且不用构造Lyapunov泛函
得到结果,同时去掉了对时滞核函数平均时滞有界的限制
条件,从而推广和改进了前人的相关结论.

4 数数数值值值例例例子子子(Numerical example)
考虑下面2阶反应扩散混合时滞的Cohen-

Grossberg神经网络(1),参数选择如下:

Ω = {(x1, x2) ∈ R2|x2
1 + x2

2 = 1},
f1(u) = f2(u) = g1(u) = g2(u) = tanh u,

τ11(t) = τ21(t) =
1 + cos t

2
,

τ12(t) = τ22(t) =
1 + sin t

2
,

D11(t, x, u) = t6x2, D12(t, x, u) = 0,

D21(t, x, u) = 0, D22(t, x, u) = t4x4,

a1(u1(t, x)) = 4 + cos(u1(t, x)),

a2(u2(t, x)) = 3 + sin(u2(t, x)),

b1(u1(t, x)) = 6.2u1(t, x),

b2(u2(t, x)) = 7.3u2(t, x),

c11(t) = 0.2 sin t, c12(t) = 0.5(1− cos t),

c21(t) = −0.6(1 + sin t), c22(t) = 0.4 cos t,

d11(t) = −0.5 cos t, d12(t) = 0.3(1 + 0.5 sin t),

d21(t) = 0.7(1 + cos t), d22(t) = 0.2 sin t,

J1(t) =
1
2π

, J2(t) = − 1
2π

,

h1(t) = h2(t) = 1, Kij(s) = e−s, i, j = 1, 2.

显然,假设H1) ∼ H3)成立,时滞核函数满足条件i)∼
ii), 且有F1 = F2 = G1 = G2 = 1, α1 = 3, α1 =
5, α2 = 2, α1 = 4, β1 = 1.2, β2 = 1.3. 同时,
µ = mes Ω = π.所以

L =
[
3.72 0
0 3.65

]
, C∗ =

[
0.2 1.0
1.2 0.4

]
,

D∗ =
[
0.5 0.45
1.4 0.2

]
, J∗ =




1
2π
1
2π


 .

容易计算

W = L− C∗F −D∗G =
[

3.02 −1.45
−2.60 3.05

]
(8)

是M–矩阵.



622 控 制 理 论 与 应 用 第 25卷

I∗ = C∗f∗ + D∗g∗ + J∗ = J∗ =




1
2π
1
2π


 ,

N = (L− C∗F −D∗G)−1I∗µ =
[
0.4135
0.5164

]
.

由本文定理1和定理2知,系统(1)的正不变集为

S =
{

φ ∈ C
∣∣∣[φ1]+s 6 0.4135, [φ2]+s 6 0.5164

}
,

且系统是全局指数稳定的.
5 结结结束束束语语语(Conclusions)
本文研究了一类具有反应扩散混合时滞的非自

治Cohen-Grossberg神经网络的实不变集、全局指数
稳定性和指数耗散性, 利用扩散算子特性、M–矩阵
性质和不等式分析技巧,获得了一些充分准则,所提
出的结果不要求神经网络激励函数的有界性、单调

性、可微性以及平均时滞
w ∞

0
sKij(s)ds有界性, 只

需验证仅由网络参数构成的矩阵是M–矩阵即可,给
网络设计带来方便,从而改进和扩展了文献中的结
果.仿真例子说明了所得结果的有效性和优越性.
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