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摘要:研究状态和控制都含时滞的线性离散系统在正弦扰动下的减振控制问题.首先提出一种变量代换,并利用
此代换将原系统转换为不含控制时滞的系统.然后利用逐次逼近法将最优控制问题转化为求解一族无时滞的线性
两点边值序列问题.得到的最优控制律由解析的状态反馈,前馈和具有记忆的控制项以及时滞补偿序列的极限组成.
通过截取时滞补偿序列的有限项,可以得到系统的次优减振控制律.仿真结果表明,该方法容易实现,设计的控制器
对正弦扰动有较强的抑制能力.
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Abstract: We consider the damping of sinusoidal disturbances in discrete-time systems with time-delays in states and
inputs. Through a variable substitution, the original system is transformed into a form without time-delay in inputs. Then,
by using the successive approximation approach, the optimal control problem is transformed into a sequence of linear two-
point-boundary-value problems. The optimal control law consists of the analytic state feedback, feedforward, control with
memory terms, and the limit of a sequence of vectors for time-delay compensation. By carrying out a finite-step iteration of
a compensation sequence, a suboptimal damping control law is also obtained. Simulations demonstrate the easy realization
of the algorithm, and the strong ability in sinusoidal disturbances rejection.
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1 引引引言言言(Introduction)
在实际的控制系统中,时滞现象普遍存在. 虽然

时滞离散系统可经过扩维变成无时滞系统,但是对
于系统阶数较高和/或时滞较大的系统,扩维后系统
的阶数可能变得很高, 引起“维数灾难”问题. 另
外,对于控制含时滞的离散系统经扩维后,其状态反
馈控制律是物理不可实现的. 所以,扩维方法仅适合
于仅状态含有时滞,且时滞不大及阶数较低的系统.
由于时滞系统二次型性能指标最优控制问题往往导

致求解含有时滞项的两点边值问题,直接求最优控
制律的精确解非常困难,因此求解时滞系统的近似
最优控制律是重要的研究课题.时滞系统的最优控
制一直受到科技工作者的重视[1,2]. 控制含时滞在实

际系统是常见的,相对于状态含时滞的系统而言,一
般控制含时滞的系统无论从理论上还是在实际工程

中是更难解决的课题[3].
严格地讲, 几乎所有的系统都是在外部扰动下

工作的. 正弦扰动是一类常见的外部扰动形式, 例
如飞机姿态控制系统中, 机翼受谐波为正弦的风的
剪切力扰动[4], 海洋平台振动控制系统[5,6]和轮船

减振控制系统[7]长期受基波为正弦的海浪力扰动,
高性能磁盘驱动器的减振控制系统受周期性的机

械力作用[8]等. 对于正弦扰动抑制问题, 有几种可
行的解决方法, 包括内模控制[9∼11]、自适应反馈控

制[7,8,12,13]及前馈–反馈最优控制[5,6,14∼16]等. 到目
前为止,多数研究工作还只是针对无时滞线性系统
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开展的[5∼9,12∼15]. 最近, 唐功友等研究了非线性系
统[16]和状态含有时滞的系统[10,11]的正弦扰动抑制

问题.对于控制含有时滞的系统的扰动抑制问题,多
为在H∞意义下的控制器的优化设计问题[17]. 至今
笔者还没有见到针对控制含有时滞的系统研究正弦

扰动抑制的论文发表.

本文研究控制变量和状态变量都含时滞的线性

离散系统在正弦扰动下的最优减振控制问题.首先
通过变换将原系统化为不含控制时滞的系统,然后
利用逐次逼近方法[18]得到了最优减振控制律的迭

代算法.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
考虑如下形式的线性离散时滞系统



x(k + 1) = Ax(k) + A1x(k − τ)+

Bu(k − h) + Dv(k),

x(k) = ϕ(k), k = −τ,−τ + 1, · · · , 0,

u(k) = 0, k = −h,−h + 1, · · · ,−1.

(1)

其中: x ∈ Rn为状态向量, u ∈ Rr为控制输入,
v ∈ Rm为外部扰动向量, A,A1, B及D是适当维数

的常量矩阵, ϕ(k)是已知的初始状态,时滞h, τ是正

整数. 假设v为由下式描述的正弦扰动:

v(k) =




v1(k)
v2(k)

...
vm(k)




=




sin(ω1k + φ1)
sin(ω2k + φ2)

...
sin(ωmk + φm)




.

(2)

其中ωi和φi分别为第i个扰动分量的频率和初相位.

由于系统(1)中包含控制时滞项u(k − h),对于常
规的二次型性能指标而言, 其物理可实现的最优控
制是不存在的. 为了方便设计系统(1)的某种最优意
义下的控制律u(k),先对系统(1)作适当的变量代换.
由式(1)可以得到

x(k) = Akx(0) +
k−1∑
i=0

Ak−i−1(A−hBu(i) +

A1x(i− τ) + Dv(i))−
k−1∑

i=k−h

Ak−i−1A−hBu(i). (3)

令状态变量

z(k) = x(k) +
k−1∑

i=k−h

Ak−i−1B̄u(i), (4)

其中B̄ = A−hB,则系统(1)转化为如下形式:





z(k + 1) =

Az(k) + B̄u(k) + A1x(k − τ) + Dv(k),

x(k) = ϕ(k), k = −τ,−τ + 1, · · · , 0,

u(k) = 0, k = −h,−h + 1, · · · ,−1,

z(0) = x(0),

x(k) = z(k)−
k−1∑

i=k−h

Ak−i−1A−hBu(i).

(5)

系统(5)的状态方程中仅有x含有时滞项, 而状态变
量为z.所以在用迭代方法求解时,可以视x(k−τ)为
状态方程中的外部激励. 因此, 对于系统(5)有限时
间的最优控制问题,可以选取如下形式的有限时间
二次型性能指标:

J =
1
2
zT(N)QNz(N) +

1
2

N−1∑
k=0

[zT(k)Qz(k) + uT(k)Ru(k)]. (6)

其中: Q,QN ∈ Rn×n为半正定矩阵, R ∈ Rr×r为

正定矩阵. 对于系统(5)无限时间的最优控制问
题, 由于正弦扰动的存在, 控制向量u(k)和状态向
量z(k)不可能同时趋向于零. 如果选取常规的二次
型性能指标,则性能指标是不收敛的. 所以可以选取
如下形式的二次型平均性能指标:

J = lim
N→∞

1
N

N∑
k=0

[zT(k)Qz(k) + uT(k)Ru(k)]. (7)

经过上述变量代换, 将系统(1)的最优减振控
制问题转化为在系统(5)中寻找控制u∗(k), 使由
式(6)或(7)定义的性能指标在约束(5)下取极小值问
题.
3 预预预备备备引引引理理理(Preliminary lemmas)
为了方便主要结果的证明,首先引入几个有用的

引理.
引引引理理理 1 [2] 下列不等式成立:

k∑
i=1

ij 6 (k + 1)j+1

j + 1
, j = 0, 1, 2, · · · ; k = 1, 2, · · · .

(8)
考虑含有正弦扰动的离散时滞系统




y(k + 1) = G(k)y(k) + H(k)x(k − τ)+

f(v(k)), k = 0, 1, 2, · · · ,

x(k) = y(k) = ξ(k), k = −τ,−τ + 1, · · · , 0,

x(k) =
h∑

i=0

Gi(k)y(k − i), k = 0, 1, 2, · · · .

(9)

其中: x, y ∈ Rn, f为v的一致有界向量函数, v ∈
Rm为由式(2)定义的外部正弦扰动, ξ(k)为初始条
件, G(k), Gi(k)及H(k)是适当维数的一致有界时
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变矩阵.
定义函数向量序列{y(j)(k)}如下:




y(0)(k) =
k∏

m=1

G(k −m)ξ(0)+

k−1∑
i=0

{[
k−i−1∏
m=1

G(k −m)
]

f(v(i))
}

,

y(j)(k) =
k∏

m=1

G(k −m)ξ(0)+

k−1∑
i=0

{
[

k−i−1∏
m=1

G(k −m)
]
[f(v(i))+

H(i)x(j−1)(i−τ)]}, k=1, 2, · · · , N,

x(j)(k) = y(j)(k) = ξ(k),

k = −h,−h + 1, · · · , 0,

x(0)(k) =
k∏

m=1

G(k −m)ξ(0),

x(j)(k) =
h∑

i=0

Gi(k)y(j)(k − i), j = 1, 2, · · · ,

(10)

其中规定
0∏

m=1

G(k −m) = I , I为单位矩阵.

引引引理理理 2 由式(10)定义的序列{y(j)(k)}一致收
敛于系统(9)的解.
证证证 令




α = max





sup
k∈[0,N)

∥∥∥∥
k−i−1∏
m=1

G(k −m)
∥∥∥∥ ,

i = 0, 1, · · · , k − 1





,

b = sup
k∈[0,N)

‖H(k)‖ ,

c = sup {‖ξ(k)‖ , k = −h,−h + 1, · · · , 0} ,

d=max
{

sup
k∈[0,N)

‖Gi(k)‖ , i=0, 1, 2, · · · , h
}

.

(11)

由式(10)可以得到∥∥y(1)(k)− y(0)(k)
∥∥ =

k−1∑
i=0

{[
k−i−1∏
m=1

G(k −m)
] [

H(i)x(0)(i− τ)
]}

6

α2bck. (12)

由式(10)和引理1得到∥∥y(2)(k)− y(1)(k)
∥∥ 6

αb
k−1∑
i=0

∥∥x(1)(i)− x(0)(i)
∥∥ 6

αbd(h + 1)
k−1∑
i=0

∥∥y(1)(i)− y(0)(i)
∥∥ 6

1
2!

α3b2cd(h + 1)k2. (13)

其余的证明过程与文献[2]中引理2的证明类似.
此处证略. 证毕.
3.1 有有有限限限时时时间间间最最最优优优控控控制制制(Finite horizon optimal

control)
由于系统(5)中含有时滞项x(k − τ), 求解最

优控制的精确解比较麻烦. 在本节中, 将时滞
项x(k− τ)视为外部激励,给出一种最优控制的逐次
逼近近似解法.
引入系统(5)的迭代序列




z(j)(k + 1) = Az(j)(k) + B̄u(j)(k)+

A1x
(j−1)(k − τ) + Dv(k),

x(j)(k) = ϕ(k), k = −τ,−τ + 1, · · · , 0,

u(j)(k) = 0, k = −h,−h + 1, · · · ,−1,

x(j)(k)=z(j)(k)−
k−1∑

i=k−h

Ak−i−1A−hBu(j)(i),

z(j)(0) = ϕ(0), j = 0, 1, 2, · · ·
(14)

和性能指标 (6)的迭代序列

J (j) =
1
2
z(j)T(N)QNz(j)(N) +

1
2

N−1∑
k=0

[z(j)T(k)Qz(j)(k) +

u(j)T(k)Ru(j)(k)], j =0, 1, 2, · · · . (15)

其中x(−1)(k) ≡ 0.
在系统(14)中, 注意到x(j−1)(k − τ)在第j次迭

代中是已知的. 所以在第j个状态方程中, 可以
将x(j−1)(k − τ)视为附加扰动输入. 根据极大值
原理得到的最优控制的必要条件知, 系统(14)关于
二次型性能指标(15)的最优控制律可表达为{

u(j)(k) = −R−1B̄Tλ(j)(k + 1),

k=0, 1, 2, · · · , N−1, j =0, 1, 2, · · · .
(16)

其中λ(j)(k + 1)为以下两点边值问题的解:



z(j)(k + 1) = Az(j)(k) + B̄u(j)(k)+

A1x
(j−1)(k − τ) + Dv(k),

λ(j)(k) = Qz(j)(k) + ATλ(j)(k + 1),

z(j)(k) = ϕ(k), k = −h,−h + 1, · · · , 0,

λ(j)(N) = QNz(j)(N),

j = 0, 1, 2, · · · .

(17)

为了求解两点边值问题(17),令

λ(j)(k) = P (k)z(j)(k) + P1(k)v(k) +

P2(k)vω(k) + g(j)(k). (18)
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其中

vω(k) =




v1(k +
π

2ω1

)

v2(k +
π

2ω2

)

...

vm(k +
π

2ωm

)




, (19)

容易得到v(k)和 vω(k)满足下面关系式:

v(k + 1) = Ω1v(k) + Ω2vω(k),

vω(k + 1) = Ω1vω(k)−Ω2v(k).
(20)

其中:{
Ω1 = diag{cos ω1, cos ω2, · · · , cos ωm},
Ω2 = diag{sinω1, sinω2, · · · , sinωm}.

(21)

将式(17)代入式(18),比较z(j)(k), v(k)和vω(k)的
系数可得如下方程:{

P (k) = Q + ATT (k + 1)P (k + 1)A,

P (N) = QN , k = 0, 1, · · · , N − 1.

(22)

其中:

T (k) = I − P (k)B̄L−1(k)B̄T,

L(k) = R + B̄TP (k)B̄,

P (k)为矩阵Riccati差分方程的唯一半正定解;
P1(k)和P2(k)分别为矩阵差分方程:{

P1(k) = ATT (k + 1)S1(k + 1),

P1(N) = 0, k = 0, 1, · · · , N − 1
(23)

和

P2(k) = ATT (k + 1)S2(k + 1),

P2(N) = 0, k = 0, 1, · · · , N − 1
(24)

的唯一解;伴随向量g(j)(k)为差分方程



g(j)(k) = ATT (k + 1)[g(j)(k + 1)+

P (k+1)A1x
(j−1)(k−τ)],

g(j)(N) = 0,

k = 0, 1, · · · , N − 1,

j = 0, 1, 2, · · ·

(25)

的唯一解. 显然, 通过求解以上矩阵差分方程可得
到P (k), P1(k)和P2(k). 进一步,由最优控制律、两
点边值问题(17)和(18), 式(19)可得状态向量序列与
最优控制律分别为





z(j)(k + 1) =

T (k+1)[Az(j)(k)+A1x
(j−1)(k−τ)]−

B̄L−1(k + 1)B̄Tg(j)(k + 1)+

[D−B̄L−1(k+1)B̄TS1(k+1)]v(k)−
B̄L−1(k + 1)B̄TS2(k + 1)vω(k),

k = 0, 1, 2, · · · , N − 1,

z(j)(k)=ϕ(k), k=−τ,−τ +1, · · · , 0,

j = 0, 1, 2, · · ·

(26)

和 



u(j)(k) =

− L−1(k + 1)B̄T{P (k + 1)[Az(j)(k)+

A1x
(j−1)(k − τ)] + g(j)(k + 1)+

S1(k + 1)v(k) + S2(k + 1)vω(k)},
k = 0, 1, · · ·N − 1, j = 0, 1, 2, · · · .

(27)

其中

x(j)(k)=z(j)(k)−
k−1∑

i=k−h

Ak−i−1A−hBu(j)(i), (28)

且

S1(k) = P (k)D + P1(k)Ω1 − P2(k)Ω2,

S2(k) = P1(k)Ω2 + P2(k)Ω1.
(29)

由式(25)知,式(26)中的g(j)是x(j−1)的线性向量函数.
取系统(5)的控制律为




u(k) = −L−1(k + 1)B̄T{P (k + 1)[Az(k)+

A1x(k − τ)] + g(k + 1)+

S1(k + 1)v(k) + S2(k + 1)vω(k)},
k = 0, 1, · · · , N − 1.

(30)

其中g(k)由下式确定:



g(k) = ATT (k + 1)[g(k + 1)+

P (k + 1)A1x(k − τ)],

g(N) = 0, k = 0, 1, · · · , N − 1.

(31)

则系统(5)的闭环系统为



z(k + 1) =

T (k + 1)[Az(k) + A1x(k − τ)]−
B̄L−1(k + 1)B̄Tg(k + 1)+

[D − B̄L−1(k + 1)B̄TS1(k + 1)]v(k)−
B̄L−1(k + 1)B̄TS2(k + 1)vω(k),

k = 0, 1, 2, · · · , N − 1,

z(k) = ϕ(k), k = −τ,−τ + 1, · · · , 0.

(32)
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根据引理2, 系统(25)的解序列一致收敛于系统
(31)的解. 所以, 最优控制序列(27)一致收敛于控
制律(30),即由式(30)确定的控制律就是系统(5)关于
性能指标(6)的最优控制.综上所述,可以总结为下述
定理:
定定定理理理 1 系统(1)满足性能指标(6)的前馈–反馈

最优控制律:



u∗(k) =

− L−1(k + 1)(A−hB)T{P (k + 1)[Ax(k)+
k−1∑

i=k−h

Ak−i−h−1Bu(i) + A1x(k − τ)]+

g(∞)(k) + S1(k + 1)v(k) + S2(k + 1)vω(k)},
k = 0, 1, · · · , N − 1.

(33)

其中: P (k), P1(k)和P2(k)由矩阵差分方程组(22)
(23)和(24)确定, vω和S1(k), S2(k)分别由式(19)和
(29)定义, g(∞)(k)是伴随方程(25)解序列的极限.
3.2 无无无限限限时时时间间间最最最优优优控控控制制制(Infinite horizon optimal

control)
定定定理理理 2 考虑由式(1)描述的线性离散时滞系

统关于二次型平均性能指标(7)的最优控制问题.
设(A,B)可控, (A,Q)可观测, 则前馈–反馈最优控
制律唯一存在,即

u∗(k) =

−L−1(A−hB)T{P [Ax(k) +
k−1∑

i=k−h

Ak−i−h−1Bu(i) + A1x(k − τ)] +

g(∞)(k) + S1v(k) + S2vω(k)}. (34)

其中:

S1 = PD + P1Ω1 − P2Ω2,

S2 = P1Ω2 + P2Ω1,

P为下列离散Riccati矩阵方程的唯一正定解:

P −Q−ATTPA = 0. (35)

这里:

L = R + (A−hB)TP (A−hB),

T = I − P (A−hB)L−1(A−hB)T,

P1, P2是下列矩阵方程的唯一解:

ATT [P1 P2]H−[P1 P2]=[−ATTPD 0]. (36)

其中

H =
[

Ω1 Ω2

−Ω2 Ω1

]
. (37)

g(∞)(k) = lim
j→∞

g(j)(k),且解序列{g(j)(k)}满足




g(j)(k) = ATT [g(j)(k + 1)+

PA1x
(j)(k − τ)],

g(0)(k) = 0, g(j)(∞) = 0,

k = 0, 1, 2, · · · ; j = 0, 1, 2, · · · .

(38)

证证证 类似于定理 1的推导, 可以得到离散
Riccati代数方程(35)和

ATTP1Ω1 − P1 = ATT (P2Ω2 − PD),

ATTP2Ω1 − P2 = −ATTP1Ω2.
(39)

由(A,B)可控、(A,Q)可观测知Riccati矩阵方程(35)
有唯一正定解P . 下面只需证明矩阵方程(36)有唯一
解P1和P2. 易知式(39)可改写为式(36). 注意到H为

正交矩阵, 即H的所有特征值λi(H)满足|λi(H)| =
1. 由(A,B)的可控性、(A,Q)的可观测性及线性离
散系统最优控制理论知

∣∣λj(ATT )
∣∣ < 1. 从而有

λi(H)λj(ATT ) 6= 1,

i = 1, 2, · · · , 2m; j = 1, 2, · · · , n.
(40)

由参考文献[19], 可知矩阵方程(36)有唯一解
[P1 P2]. 证毕.
4 次次次优优优控控控制制制律律律的的的实实实现现现算算算法法法(Design of the sub-

optimal control law)
事实上, 笔者无法求得最优控制律(33)和(34)中

的g(∞)(k),实际应用中可用g(M)(k) ( M为某确定的

自然数)取代.从而分别得到有限时间和无限时间最
优控制问题的M阶次优控制律为



uM(k) =

− L−1(k + 1)(A−hB)T{P (k + 1)[Ax(k)+
k−1∑

i=k−h

Ak−i−h−1Bu(i) + A1x(k − τ)]+

g(M)(k) + S1(k + 1)v(k) + S2(k + 1)vω(k)},
k = 0, 1, · · · , N − 1

(41)

和



uM(k) = −L−1(A−hB)T{P [Ax(k)+
k−1∑

i=k−h

Ak−i−h−1Bu(i)+A1x(k−τ)]+

g(M)(k) + S1v(k) + S2vω(k)},
k = 0, 1, · · · , N − 1.

(42)
注注注 1 次优控制律(41)及(42)中的第3、第4项是前馈

控制补偿项.它的作用是补偿外界正弦扰动对系统性能的

影响.

注注注 2 次优控制律(41)与(42)中的x(k)和x(k−τ)是系
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统状态的精确值,只有其中的g(M)(k)是用第M次逼近的结

果代替g(∞)(k). 因此该次优控制律uM (k)比第M次迭代得

到的结果u(M)(k)更接近于最优控制律u∗(k).

算算算法法法 1 次优控制律(41)的计算过程:
1) 分别由式(22)(23)及(24)求出P (k), P1(k)和

P2(k). 令M = 0, j = 0,给定ε > 0;
2) 令M = j,由式(25)得到g(j)(k),代入式(41)中

求出uM(k);
3) 由下式计算出JM :

JM =
1
2
zT(N)QNz(N) +

1
2

N−1∑
k=0

[zT(k)Qz(k) +

uT
M(k)RuM(k)]; (43)

4) 当|(JM − JM−1)/JM | < ε,输出uM(k),结束;
否则,由式(26)计算z(j)(k),令j = j + 1,转至2).
求次优控制律(42)的计算过程与求次优控制

律(41)的计算过程相似, 只要将求解矩阵差分方
程(22)(23)和(24)改为求解矩阵代数方程(35)和(36).
5 算算算例例例仿仿仿真真真(An illustrative example)
考虑由式(1)和(2)描述的2阶离散时滞系统和有

限时间二次型性能指标(6),其中:



A =

[
1 −0.15
0.15 0.9

]
, B =

[
0
0.1

]
,

A1 =

[
−0.1 0
−0.15 0.15

]
, D =

[
−0.15 0.1

0 −0.4

]
,

x(k) = [0 0]T, k = −h,−h + 1, · · · , 0,

v(k) =
[
sin(

π

50
k +

π

2
) sin(

π

20
k)

]T
,

QN =

[
1 0
0 1

]
, Q = QN , R = 3.

(44)

表1列出了迭代次数M不同时的性能指标值JM .
图1给出了时滞τ = 15, h = 15时, 迭代次数分别
为0和3时前馈–反馈次优控制律的控制量u和状态变

量x的仿真结果.
令ε = 0.1. 在表1中,由于|(J3 − J2)/J3| < ε,从

而u3(k)可作为前馈–反馈最优控制律u∗(k). 从
图1∼3中可以看到, 前馈–反馈次优控制对外界正
弦扰动的鲁棒性较好,且迭代次数越多,所得的次优
控制律对最优控制律的逼近程度越高.

表 1 τ = 15, h = 15时不同迭代次数
性能指标值比较

Table 1 Performance indices when τ = 15, h = 15

M 0 1 2 3

JM 2508.2 2145.1 2062.2 1952

图 1 τ = 15, h = 15时状态变量x1的曲线

Fig. 1 Simulation curves of the system when τ = 15, h = 15

图 2 τ = 15, h = 15时状态变量x2的曲线

Fig. 2 Simulation curves of the system when τ = 15, h = 15

图 3 τ = 15, h = 15时最优控制律u的曲线

Fig. 3 Simulation curves of the system when τ = 15, h = 15

6 结结结论论论(Conclusion)
本文提出了一种变量代换方法,将状态和控制都

含时滞的离散系统化为了不含控制时滞的系统.并
利用逐次逼近法[18]给出了状态和控制都含时滞的

离散系统在正弦扰动下的最优减振的近似控制算

法. 通过示例的仿真研究表明,该方法容易实现,且
设计的控制器对正弦扰动有较强的抑制能力.
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